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3.6.2 Čo je viacčasticové previazanie? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.6.3 Kritériá separability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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v mnohočasticových systémoch

(Dizertačná práca)
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Kapitola 1

Úvod

Kvantová komunikácia, ako vlajková lo
,
d využitia nerelativistickej kvantovej mechaniky v

praxi, prelomila za posledný rok pomyselnú bariéru a prekročila brány laboratórií. Objavili sa
prvé zariadenia využívajúce existujúce telekomunikačné optické vlákna, ktorých rozmery (ale
i cena) nebránia aj praktickému využitiu [1]. Zatia

,
l sa dá hovori ,t len o prvej lastovičke. Prak-

tické problémy spojené hlavne s nízkym dosahom rátaným v desiatkach kilometrov, nízkou
spo

,
lahlivos ,tou a extrémne malou priepustnos ,tou totǐz zatia

,
l bránia masovejšiemu rozšíreniu.

No predsa je to dobrá správa aj pre teoretických fyzikov pracujúcich v tejto oblasti.
Naše pochopenie kvantovej fyziky a všetkého čo s tým súvisí sa od čias Schrödingera

[2], ale aj Bella [3] značne rozšírilo. Niekedy sa však zdá, že úspešné zodpovedanie jednej
otázky otvára nieko

,
lko

,
dalších. Je preto dôležité aj v prípadoch, ke

,
d je konkrétne využitie

formulovanej teórie nejasné alebo prakticky nemožné, h
,
lada ,t odpovede na otvorené otázky.

Vo svojej práci sa venujem problému klasických i kvantových korelácií (previazania) v
kvantovej mechanike. Sústre

,
dujem sa na systémy pozostávajúce z mnohých dvojhladinových

systémov (reprezentovaných napríklad spinom elektrónu, polarizáciou fotónu alebo atómom s
dvoma blízkymi stabilnými hladinami). Tieto systémy budem v práci označova ,t jednotným
pojmom qubit, z anglického quantum bit.
Na začiatku, v druhej kapitole, predkladám preh

,
lad korelácií v klasických systémoch. Prá-

ca samotná sa týka síce výhradne kvantovej mechaniky, považujem však za rozumné zdôrazni ,t
podobnosti, ale aj výrazné rozdiely oproti klasickej fyzike. V tretej kapitole nasleduje preh

,
lad

o previazaní - kvantových koreláciách založený na najpodstatnejších článkoch, ktoré boli o
tejto problematike uverejnené.
Štvrtá kapitola sa zaoberá klasickými koreláciami v kvantovej fyzike. Niektoré poznatky

a definície som čerpal z knihy [4], v mnohých prípadoch však uvádzam vlastné úvahy a tvr-
denia. Výsledky mojej práce v tejto oblasti sú zhrnuté v kapitolách šes ,t a sedem. V šiestej,
ktorá je spracovaná na základe článku [5], sa venujem zdie

,
laniu kvantových korelácií v systé-

moch mnohých qubitov, dvojhladinových častíc. Prezentujem tiež výsledky priamej kontroly
previazania v systéme spojené s návrhom možnej prípravy príslušných stavov pomocou kvan-
tových logických sietí [6]. V siedmej kapitole je problematika rozšírená pod

,
la [7] tiež o klasické

korelácie.
Piata kapitola otvára poh

,
lad do inej časti problematiky. Venujem sa v nej odhadom v

kvantovej mechanike, riešením situácií pri nedostatku experimentálnych dát alebo ich nekon-
zistencii pri rekonštrukcii kvantových stavov i operácií. Uvádzam tu už známe a publikované
fakty. Jej prirodzeným pokračovaním je kapitola osem, spísaná na základe publikovaných
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i pripravovaných článkov [8]. Skúmam v nej konkrétne spôsoby rekonštrukcie kvantových
operácií (kanálov) ako pri nedostatku rôznych vstupných stavov, tak aj pri nedostatočnej
štatistike (malé objemy meraní).
V závere práce som zhrnul získané poznatky a predostrel

,
dalšie otvorené otázky a možné

smery výskumu.
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Kapitola 2

Korelácie v klasickej fyzike

2.1 Definícia korelácie

Korelácia dvoch javov, systémov, výsledkov meraní at
,
d. v tom najvšeobecnejšom zmysle

znamená, že tieto spolu nejakým spôsobom súvisia. Bu
,
d tak, že dej či udalos ,t na jednom

systéme priamo ovplyvňuje dej na druhom systéme. Alebo tiež tak, že oba systémy, o ktoré
sa zaujímame, v minulosti spolu interagovali a vytvorili si istý druh väzby.
Jediný spôsob, akýmmôže vonkajší pozorovate

,
l získava ,t informácie o fyzikálnom systéme je

jeho meranie. Preto sa obmedzím pri diskusii o koreláciách len na koreláciu medzi výsledkami
meraní. V prvej časti sa budem venova ,t len korelácii, ktorá môže vzniknú ,t medzi dvoma
systémami. Môžeme zavies ,t dva koncepčne mierne odlišné poh

,
lady, ktoré ale reprezentujú

stále tú istú fyzikálnu podstatu.
V prvom prípade definujeme koreláciu ako súvis výsledkov (vo všeobecnosti rôznych) mera

ní na dvoch rôznych systémoch. Typickým príkladom sú dve mince, ktoré hodíme do vzduchu
a po dopade meriame každú mincu s výsledkom panna/orol. Ak vyhodnotíme štatistickú sériu
meraní pre každú mincu zvláš ,t, dostaneme dve nezávislé charakteristiky jednotlivých mincí.
Každá minca je charakterizovaná jedným reálnym číslom Porol, ktoré určuje pravdepodob-
nos ,t, že pri hode touto mincou dopadne tak, aby bol vidite

,
lný orol. Ak zanedbáme možnos ,t

dopadu na hranu, stratu mince a podobne, tak platí Ppanna = 1− Porol. Obe mince môže by
,t

charakterizované vo všeobecnosti rôznym číslom, zavedieme preto P 1
orol a P

2
orol pre obe mince.

Ak budeme štatisticky vyhodnocova ,t výsledky meraní na oboch minciach a dáva ,t ich do
súvisu, na charakterizáciu celého systému dvoch mincí potrebujeme až tri parametre. Systém
bude určený pravdepodobnos ,tami

Porol,orol

Porol,panna

Ppanna,orol

Ppanna,panna = 1− Porol,orol − Ppanna,orol − Porol,panna. (2.1)

Nutnou podmienkou toho, že výsledky meraní na jednotlivých minciach spolu nesúvisia je

P 1
orol.P

2
orol = Porol,orol (2.2)

a vo všeobecnosti všetky
,
dalšie kombinácie možných výsledkov. Podmienka (2.2) sa da chá-

pa ,t tak, že výsledky meraní sú nekorelované, ak pravdepodobnos ,t výskytu konkrétnej sady
výsledkov je daná práve súčinom pravdepodobností výskytu jednotlivých výsledkov zo sady.
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Druhý možný poh
,
lad na koreláciu je súvis výsledkov meraní dvoch rôznych vlastností toho

istého systému. Napríklad môžeme v lese skúma ,t stromy a mera ,t, či sú ihličnaté a listnaté
(prvá vlastnos ,t) a potom, či sú vysoké alebo nízke (pri vhodnom definovaní zlomovej výšky
bude výsledok experimentu binárny). Možnos ,t korelácie v tomto prípade je ove

,
la zrejmej

šia. Kým napríklad pri spomínaných minciach by sme na to, aby vznikala korelácia, museli
požadova ,t existenciu akejsi vonkajšej sily (napríklad ovplyvňovanie pri hode mincí), tu je
to prirodzene dané existenciou spoločného systému, na ktorom vlastnosti meriam (v tomto
prípade stromu).
Z teoretického poh

,
ladu sa však jedná stále o tú istú problematiku, preto budem v

,
dalšom

texte bez upozornenia prechádza ,t medzi oboma interpretáciami.

2.2 Miery korelácie

2.2.1 Korelačný koeficient

Najjednoduchšia ”miera” klasických korelácií medzi vlastnos ,tamiA aB systému S je korelačný
koeficient. Označme sadu meraní vlastnosti A vektorom −→a (jednotlivý výsledok merania
budeme označova ,t ai) a vlastnosti B vektorom �b. Korelačný koreficient je definovaný ako

K =
−→a .�b
|−→a |

¯̄̄
�b
¯̄̄ (2.3)

a nadobúda hodnoty v intervaleK ∈ h−1, 1i. Už len z tohoto dôvodu by nemohol by ,t korelačný
koeficient ”dobrou” mierou, pretože požadujeme, aby miera nadobúdala len nezáporné hodnoty
(nulovú len za predpokladu splnenia podmienky (2.2)). Tento problém by sa síce dal rieši ,t
umocnením na druhú, nedostatky K sú však podstatnejšieho rázu.
Korelačný koeficient zachytáva iba lineárnu zložku korelácie. Je väčší ako nula v prípade, ak

sa vo všeobecnosti výsledky merania veličinyB zväčšujú spolu s výsledkami merania veličiny A
a naopak je záporný, ak sa výsledky B zmenšujú pri zväčšovaní výsledkov A (v tomto prípade
sa často hovorí o anti-korelácii). Tento prístup je vhodný v situácii, ak pracujeme s ve

,
lkými

množstvami dát s náhodnými chybami a h
,
ladáme základný trend. Už v prípadoch len o málo

zložitejších prístup beznádejne zlyháva.
Zoberme situáciu, ke

,
d

ai ∈ h−1, 1i (2.4)

bi = |ai| .
Vlastnosti A i B sú evidentne korelované (vieme nájs ,t jasný súvis medzi výsledkom oboch me-
raní, resp. ak poznáme jeden výsledok, vieme podstatne viac o očakávanom druhom výsledku
ako predtým). Pri dostatočne ve

,
lkom počte meraní však korelačný koeficient klesá k nule,

pretože už samotný skalárny súčin v čitateli klesá k nule (jedná sa o súčet rovnakých čísel
opačného znamienka).
Korelačný koeficient tak, ako sme ho doteraz používali, bol definovaný pre konečný počet

meraní a nepredpokladali sme, že poznáme pravdepodobnostné rozloženie očakávaných výsled-
kov. V opačnom prípade by sa definícia (2.3) zmenila na

K =

P
pijaibjP

piai
P

pjbj
, (2.5)
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kde pij je pravdepodobnos
,t namera ,t výsledky ai a bj a

pi =
X
j

pij. (2.6)

Pri spojitom spektre možných výsledkov by príslušné sumy prešli na integrály cez hustoty
pravdepodobností. Nič by to však nezmenilo na skutočnosti, že nenulový korelačný koeficient
je postačujúcou, ale nie nutnou podmienkou existencie korelácie medzi výsledkami meraní.

2.2.2 Index korelácie - vzájomná informácia

Nádejnou možnos ,tou pre definíciu dobrej miery je využi ,t entropiu. Index korelácie je defino-
vaný práve pomocou nej ako rozdiel entropií podsystémov a entropie celkového systému

I = SA + SB − SAB, (2.7)

kde S je entropia (logaritmus sa chápe so základom 2) [9]

S = −
X

pi log(pi). (2.8)

Ak je index korelácie nulový, znamená to, že celá sústava systémov A a B má rovnakú entropiu
ako súčet entropií jednotlivých systémov. Pri rozdelení systému AB teda nevznikla žiadna
dodatková entropia, nestratili sme tým žiadnu informáciu. To je možné jedine v prípade, ak
sme žiadnu informáciu nemali, teda výsledky meraní medzi sebou vôbec nesúviseli.
Dokážeme, že ak sú merania nekorelované (sṕlňajú podmienku (2.2)), index korelácie je

nulový. V tom prípade platí (index i sa vz ,tahuje vždy k meraniu veličiny A a index j k
meraniu veličiny B), že

pi.pj = pij (2.9)

a tiež
log pi + log pj = log pij. (2.10)

Pre súčet entropií podsystémov môžeme písa ,t

SA + SB =
X
i

pi log pi +
X
j

pj log pj (2.11)

=
X
i,j

pij (log pi + log pj)

=
X
i,j

pij log pij = SAB.

Maximálna hodnota indexu závisí pochopite
,
lne od rozmerov systému, v ktorom pre-

vádzame merania (od počtu možných výsledkov). V jednoduchom prípade 2x2 (dve mince) je
maximálna hodnota práve jedna.
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2.3 Maximálna korelácia

Na to, aby sme mohli zavies ,t a pochopi ,t mieru korelácie, potrebujeme si ujasni ,t hraničné
prípady. V jednom okrajovom prípade je to jasné, merania sú nekorelované vtedy a len vtedy,
ak sṕlňajú podmienku (2.9), vtedy požadujeme, aby miera bola nulová. Kedy sú však výsledky
meraní maximálne korelované?
Intuitívny poh

,
lad je ten, že určite vtedy, ak budú vždy rovnaké, teda ai = bi. Koeficient

korelácie je v tomto prípade rovný jednej, ale hodnota indexu závisí od toho, aká ve
,
lká je

entropia podsystémov (ke
,
dže v tomto prípade budú všetky tri entropie z rovnice (2.7) rov-

naké, stačí uvažova ,t jednu). Tá zasa závisí od pravdepodobnostného rozloženia očakávaných
výsledkov.
Jeden z možných poh

,
ladov je taký, že maximálnu koreláciu dosahujeme len vtedy, ak

maximalizujeme index korelácie. Vtedy musíme maximalizova ,t entropiu podsystémov, čo
dosiahneme rovnomerným rozložením očakávaných výsledkov. Pod

,
la tejto interpretácie sú

merania veličín A a B maximálne korelované len vtedy, ak sme pred meraním veličiny A
nevedeli o predpokladanom výsledku merania veličiny B vobec nič, ale po získaní výsledku ai
už vieme s istotou predpoveda ,t hodnotu výsledku bi.
Druhý poh

,
lad je všeobecnejší a pripúš ,ta maximálnu koreláciu vždy, ke

,
d po zmeraní veličiny

A vieme s istotou predpoveda ,t výsledok merania veličiny B.
Oba prístupy majú svoje výhody aj nevýhody. V prvom prípade je jasné z definície, že

výsledky meraní môžu by ,t maximálne korelované vtedy a len vtedy, ak nebola o nich dopredu
známa žiadna apriórna informácia. Ak hádžeme mincami, môžeme o maximálnej korelácii
hovori ,t len vtedy, ke

,
d sú mince dokonale symetrické. Akonáhle by začala vo výsledkoch

prevažova ,t jedna strana aspoň u jednej mince, maximálna korelácia by nemohla nasta ,t. Tento
fakt je do istej miery neprirodzený.
Druhý prístup vykazuje ešte vážnejšie trhliny. Pokia

,
l prejdeme do extrému, môžeme uvažo-

va ,t systém, kde meranie veličiny A aj B má vždy iba jeden možný výsledok a1 a b1. Po zmeraní
veličiny A vieme s istotou predpoveda ,t výsledok merania B, systém by mal by ,t maximálne
korelovaný. Lenže, to isté sme vedeli už aj predtým, než sme merali. Naviac pravdepodob-
nostné rozdelenie triviálne sṕlňa podmienku nekorelácie (2.9). Teda systém je nekorelovaný a
zároveň maximálne korelovaný!
V

,
dalšom budem považova ,t dva systémy za maximálne korelované len vtedy, ak sa maxi-

malizuje index korelácie pre daný systém.

2.4 Symetria korelácie

Ak hovoríme o koreláciách dvoch meraní či systémov, zväčša sa to chápe ako korelácia vzájom-
ná. Nerozlišujeme teda koreláciu veličiny A voči veličine B a opačne. Rovnako korelačný
koeficient aj index korelácie sú symetrické vzh

,
ladom na zámenu veličín.

Napriek tomu nie je symetria zjavná. Predstavme si hod štandardnou kockou. Meranie
veličiny A bude meraním konkrétneho hodeného čísla (so šiestimi možnými výsledkami) a
meranie veličiny B bude binárne meranie párne-nepárne číslo. Ak meriame každú veličinu
zvláš ,t, pravdepodobnostné rozdelenia sú rovnaké pre každý možný výsledok. Pri spojenom
meraní, ak nameriame výsledok veličiny A (konkrétne číslo), s trochou matematickej zručnos-
ti vieme okamžite urči ,t aj výsledok prípadného merania veličiny B (či je číslo párne alebo
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nepárne). Veličiny by teda mali by ,t maximálne korelované. Na druhej strane, výsledok mera-
niaB nám ešte s istotou nestanoví výsledok merania veličiny A, len obmedzí množinu možných
výsledkov. Preto by sme mali upravi ,t, pre prípad rozdielne ve

,
lkých množín výsledkov A a B,

definíciu maximálnej korelácie.
Definícia Velǐciny A a B sú maximálne korelované, ak je apriórna vedomos ,t o výsledkoch jed-
notlivých meraní minimálna mǒzná, ale výsledkom zmerania jednej velǐciny získam maximálnu
mǒznú informáciu o výsledku (prípadného) merania druhej velǐciny.

2.5 Viacčasticové korelácie

V doterajšom texte som sa zameral len na skúmanie dvojčasticových korelácií. Teda korelácií
medzi dvoma systémami alebo korelácií len dvoch vlastností toho istého systému. Napriek
tomu, že sa jedná o najjednoduchšiu možnú formu korelácií, nebolo ich pochopenie jednoduché.
Pri viacerých časticiach je to ešte podstatne zložitejšie, preto rozoberiem len prípad troch
častíc.
Trojčasticový systém je trojčasticovo nekorelovaný, ak platí

pi,j,k = pi.pj.pk, (2.12)

kde i, j a k sú indexy postupne referujúce na meranie vlastností na troch rôznych časticiach.
Potom sú aj každé dve častice triviálne nekorelované, pretože ak zoberieme všetky možné
rovnice (2.12) s rôznymi hodnotami k a sčítame ich, dostávameX

k

pi,j,k =
X
k

pi.pj.pk; (2.13)

pi.j = pi.pj,

čo je podmienka (2.9) pre prvé dve častice. Podobne ak urobíme súčet cez i alebo j, dostaneme
podmienku aj pre zvyšné dvojice.
Ve
,
lmi zaujímavé však je, že opačne už postup neplatí. Existujú systémy, kde sú po dvojici-

ach každé dve častice nekorelované, ale celý systém nesṕlňa podmienku trojčasticovej nekorelá-
cie (2.12). Sledujme tri vlastnosti systému, označené A,B a C. Každá z nich môže nadobúda ,t
len dve možné hodnoty a1, a2, b1, b2 a c1, c2. Pravdepodobnostné rozloženie systému je dané

p1,1,1 = p2,2,1 = p1,2,2 = p2,1,2 =
1

4
(2.14)

p1,1,2 = p1,2,1 = p2,1,1 = p2,2,2 = 0.

Ak teraz spočítame rozdelenie pre
,
lubovo

,
lné dve vlastnosti (ak neberieme do úvahy tretiu),

dostávame
p1,1 = p1,2 = p2,1 = p2,2 =

1

4
(2.15)

a tieto dve vlastnosti evidentne nie sú korelované. Z definície (2.14) je ale zrejmé, že systém
korelovaný je, pretože nie je splnená podmienka (2.12). Takýto systém budeme nazýva ,t čisto
troǰcasticovo korelovaný. Myslíme pod tým to, že zmeraním jednej vlastnosti nezískame žiadnu
dodatočnú informáciu o druhej či tretej vlastnosti, ale získaním výsledkov meraní dvoch vlast-
ností už dostaneme (akúsi, v tomto konkrétnom prípade úplnú) informáciu o tretej vlastnosti.
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Praktickým príkladom (ktorý je však stále nutné vníma ,t v čisto abstraktnej rovine) môže
by ,t situácia, ke

,
d sledujeme tri vlastnosti stromov, a to výšku (s binárnym vysledkom vysoký,

nízky), typ lístia (listnatý, ihličnatý) a opadavos ,t v zime (opadavý, neopadavý). V lese
sa nachádzajú 4 druhy stromov (každý v rovnakom počte), a to červený smrek (opadavý,
vysoký, ihličnatý), kosodrevina (neopadavá, nízka, ihličnatá), lieska (nízka, opadavá, listnatá)
a sucháne obrastené zimozeleňom (pri troche fantázie vysoké, neopadavé a listnaté). Pri
prechádzke sa môžeme snaži ,t pomocou zis ,tovania niektorých vlastností odhadova ,t aj zvyšné.
Je zrejmé, že ak nepoznáme žiadnu vlastnos ,t, pravdopodobnos ,t toho, že náš strom je opadavý
je 50%, rovnako ako pravdepodobnos ,t ktoréhoko

,
lvek iného výsledku (neopadavý, ihličnatý,

nízky...). Ak sme zistili jednu vlastnos ,t (povedzme, že strom je ihličnatý), vylúčili sme dva
druhy stromov a zostala nám už len kosodrevina a červený smrek. Pravdepodobnos ,t iných
výsledkov sa však nezmenila, stále môžeme rovnako dobre zisti ,t, že strom je opadavý, neopa-
davý či vysoký, nízky.
Pri zmeraní

,
dalšej vlastnosti (napríklad zistíme, že strom je vysoký) však už máme auto-

maticky k dispozícii aj výsledok merania tretej vlastnosti (jediný strom, ktorý vyhovuje prvým
dvom výsledkom je červený smrek a ten je opadavý).
Vo všeobecnosti môžeme spôsoby korelácie troch častíc zhrnú ,t do nasledujúcich možností:

• Systém nie je vôbec korelovaný (sṕlňa podmienku (2.9)). Napríklad poctivé hádzanie
troch mincí.

• Dve častice systému sú dvojčasticovo korelované a tretia je od nich úplne nezávislá,
platí rovnica pi,j,k = pi,.j.pk. Napríklad k dvom korelovaným minciam pridáme tretiu,
nezávislú.

• Jedna častica systému je korelovaná dvojčasticovo s oboma ,
dalšími časticami, ktoré sú

ale navzájom na sebe nezávislé. Platí

pi,j,k = pi,j.pi,k (2.16)

a príkladom môže by ,t znova sústava troch mincí. Dve sú hádzané nezávisle a poloha
tretej je určovaná tak, že výsledkom jej merania je orol vtedy a len vtedy, ak na oboch
zvyšných minciach padol orol. Vo zvyšných prípadoch meranie tretej mince dáva ako
výsledok pannu.

• Všetky tri častice sú dvojčasticovo korelované. Napríklad tri mince, ktoré vždy vykazujú
rovnaké výsledky meraní.

• Častice po dvojiciach sú nekorelované, ale systém nesṕlňa podmienku (2.9). Vtedy hovo
ríme o čisto trojčasticovo korelovanom systéme a ako príklad (okrem vyššie uvedeného)
môžu slúži ,t tri mince, z ktorých dve sú hádzané nezávisle a tretia je ukladaná tak, aby v
prípade rovnakého výsledku na prvých dvoch ukazovala orla a v opačnom prípade hlavu.

Pre väčšie množstvo častíc sa stáva systém ešte omnoho zložitejším. Rovnakým postupom
ako pre tri častice môžeme zadefinova ,t čisto štvorčasticovú koreláciu a

,
dalej deli ,t možný stav

systému pod
,
la existencie či neexistencie dvoj- a troj-časticových korelácií medzi jednotlivými

podskupinami.
Podobne je tomu ak uvažujeme merania, ktoré majú nerovnaké množstvo možných výsled-

kov. To sa dá v istom zmysle tiež reprezentova ,t ako zväčšovanie počtu častíc, ke
,
dže meranie
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vlastnosti so štyrmi možnými výsledkami môžeme formálne rozdeli ,t na meranie dvoch vlast-
ností s dvoma výsledkami, ktoré budú (vo všeobecnosti) korelované. Preto sa v

,
dalšej práci

budem venova ,t výlučne prvej problematike, teda ve
,
lkému počtu častíc s dvoma možnými

výsledkami (dvojhladinové systémy). Nebudem uvažova ,t problémy a efekty, ktoré sú spojené
s väčším rozmerom systému a hlavne s prípadmi, ke

,
d sa jedná o nesymetrické korelácie.
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Kapitola 3

Previazanie

3.1 Paradox Einsteina, Podolskeho a Rosena

Na jednu z problematických stránok kvantovej mechaniky, s ktorými sa s väčšími či menšími
úspechmi pasuje fyzikálna veda dodnes, upozornili Einstein, Podolski a Rosen v článku [2].
Pokúsili sa na základe nieko

,
lkých vlastných definícií poukáza ,t na to, že opis reality pomocou

vlnovej funkcie nemôže by ,t úplný, teda že znalos ,t vlnovej fukcie nezodpovedá znalosti všetkých
faktov o systéme (svedčí o tom už aj názov článku, v preklade: ”Môžeme považova ,t kvantovo-
mechanický opis fyzikálnej reality za kompletný?”).
Základná Einsteinova axióma, ktorú považoval za nespochybnite

,
lnú, sa týkala definície

fyzikálnej reality. Einstein tvrdí: ”Postačujúca podmienka na to, aby sme fyzikálnu veličinu
považovali za reálnu je to, že dokážeme jej hodnotu pre daný fyzikálny systém predpoveda ,t
bez toho, aby sme narušili tento systém”. V kvantovej mechanike ale nedokážeme s istotou
predpoveda ,t hodnoty veličín reprezentovaných dvoma nekomutujúcimi operátormi. V zmysle
tejto argumentácie máme teda len dve možnosti: bu

,
d nemôžu by ,t obe veličiny naraz ”reálne”,

alebo opis prírody a reality pomocou vlnovej funkcie nie je úplný.
Zoberme na začiatok príklad triviálneho systému s jedným stupňom vo

,
lnosti, ktorý sa

nachádza v stave
Ψ(x) = e(2πi/h)p0x, (3.1)

kde h je Planckova konštanta a x nezávislá premenná. Uvedená funkcia je vlastným stavom
operátora hybnosti

p̂ = (h/2πi)
∂

∂x
(3.2)

s vlastnou hodnotou p0. Nie tak ale pre operátor polohy x̂, kde môžeme zavies ,t len hustotu
pravdepodobnosti toho, že sa častica nachádza v danom mieste. Ak má častica presne defino-
vanú hybnos ,t, pojem polohy či súradníc v priestore nemá pre ňu žiaden fyzikálny význam.
Predstavme si teraz zložitejší fyzikálny systém, ktorý môžeme rozdeli ,t na dve časti, I a

II, so súradnicami x1 a x2. Nech tieto časti istý čas, povedzme od t = 0 do t = T , spolu
interagovali. Po tomto čase už neumožníme žiadnu interakciu oboch systémov a preto, pod

,
la

argumentácie v článku, žiadna zmena či meranie odohrávajúce sa iba na systéme I nemôže
ovplyvni ,t stav systému II. Vyberme teraz dve veličiny A a B s vlastnými funkciami ψi a ϕi.
Celkovú vlnovú funkciu potom môžeme napísa ,t ako rozklad pod

,
la vlastných stavov týchto
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veličín (pre jednoduchos ,t predpokladáme nedegenerovanos ,t):

ΨI+II(x1, x2) =
X
n

ψn(x1)un(x2) =
X
n

ϕn(x1)vn(x2). (3.3)

Ak teraz prevedieme na systéme I meranie veličiny A, výsledkom môže by ,t len jedna z
jej vlastných hodnôt. Pritom sa ale vlnová funkcia zredukuje na jeden jediný člen zo sumy v
rovnici (3.3). Ak napríklad nameriame hodnotu ai, druhý systém zostane v stave ui(x2). Ak
zasa zmeriame veličinuB a získame bj, druhý systém musí by

,t v stave vj(x2). Ke
,
dže ale druhý

systém ”nevie”, ktorú veličinu meriame, musia obe funkcie zodpoveda ,t tej istej realite, ke
,
dže

neexistuje žiadna interakcia medzi systémami. Druhý systém teda musí by ,t v stave, ktorého
”realita” zodpovedá obom funkciám ui(x2) i vj(x2) naraz. Nič ale nebráni tomu, aby tieto
funkcie boli vlastnými funkciami dvoch nekomutujúcich operátorov, napríklad už spomínanej
polohy a hybnosti. To by ale znamenalo, že druhý systém má reálne presne určenú aj polohu,
aj hybnos ,t, čo je v príkrom rozpore s tým, čo tvrdí kvantová mechanika.
V závere článku je položená otázka, či je naozaj popis systému pomocou vlnovej funkcie

kompletný.
Krátko po uverejnení tohoto článku sa objavila odpove

,
d, ktorú publikoval Niels Bohr v

[10]. Prijal definíciu reality, uvedenú v pôvodnom článku, snažil sa však ukáza ,t, že problém je
niekde inde. Totǐz, že každý pokus či experiment, ktorý vykonáme, musí by ,t vyhodnocovaný
samostatne a že nemôžeme vytvára ,t závery na základe toho, čo by sme mohli zmera ,t, ale len
a len na základe toho, čo naozaj zmeriame. A ako vieme, naozaj zmera ,t môžeme len jeden z
nekomutujúcich operátorov, ak zmeriame aj ten druhý, porušíme stav systému.
Einstein vo svojich pamätiach neprijal túto argumentáciu. Považoval aj na

,
dalej za nezvrá

tite
,
lný fakt, že akéko

,
lvek meranie či iná manipulácia so systémom I, ktorý je priestorovo

separovaný od zvyšku systému II, nemôže ovplyvni ,t tento systém.
Jednuduchší príklad, zakladajúci sa ale na úplne rovnakej dileme ako predchádzajúce,

uverejnil Bohm [11]. Predpokladajme rozpad bezspinovej častice na dve častice so spinom
1/2 (napríklad π0 → e+e−), ktoré sa od seba ve

,
lkou rýchlos ,tou vz

,
da
,
lujú. Na elektróne

môžeme vykona ,t napríklad meranie spinu v smere osi x. Dostaneme výsledok ±1/2, ktorý
už s určitos ,tou zafixuje ve

,
lkos ,t spinu v smere osi x aj pre pozitrón. Rovnako dobre ale

môžeme uskutočni ,t merania aj spinu v smeroch iných osí, napríklad y či z. Vychádza nám, že
spin pozitrónu musí by ,t teda určený vo všetkých osiach, čo je znova v rozpore s predikciami
kvantovej mechaniky, ktorá to povo

,
luje maximálne pre jednu os.

Záver zo všetkých týchto úvah bol jednoznačný. Nie všetky fakty a skutočnosti, ktoré sme
považovali až doteraz za nezvrátite

,
lné, môžu osta ,t v platnosti. Kvantová mechanika vo svojej

podstate nie je lokálnou teóriou. Názory, či takou má osta ,t alebo sa má (ak sa dá) doplni ,t
na kompletnejšiu teóriu, v ktorej sa obnoví lokalita, mali svojich prívržencov i odporcov. Ak
totǐz prijmeme definíciu fyzikálnej reality, kvantová mechanika vo svojej vtedajšej i súčasnej
podobe idú ruka v ruke s porušením lokality. Ak naopak postavíme na prvé miesto požiadavku
lokálnosti, poprieme definíciu reality, čo bolo napríklad pre Einsteina neakceptovate

,
lné.

3.2 Bellove nerovnosti

Ve
,
lký prínos v h

,
ladaní odpovede na otázku, či je potrebné doplni ,t popis reality vlnovou

funkciou ešte o skryté parametre, ktoré by zabezpečili zachovanie lokality v kvantovej mechanike,
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priniesol Bellov článok [3]. Autor v ňom ukazuje, že akáko
,
lvek teória, ktorá v sebe obsahuje

skryté parametre a zachováva predpovedné vlastnosti kvantovej mechaniky, musí by ,t nelokál-
na. A tiež opačne, akáko

,
lvek lokálna teória skrytých parametrov dáva pri vhodných pokusoch

štatisticky iné výsledky ako kvantová mechanika. Kvantová mechanika totǐz v štatistických
výsledkoch pripúš ,ta korelácie, ktoré sú príliš silné na to, aby sa dali vysvetli ,t pomocou klasickej
fyziky.
Argumentáciu previedol na zjednodušenom príklade dvoch častíc spinu 1/2 z [11]. My

sa na začiatok ale pozrime na jednoduchý príklad z klasickej fyziky [12]. Predstavme si malý
balón, ktorý po vypustení vo ve

,
lkej výške praskne a rozpadne sa na dve časti, ktoré sa od seba

vz
,
da
,
lujú. Každá z nich má nejaký moment hybnosti, ale celkový moment hybnosti je nula

(predpokladáme, že balón sa pred prasknutím neotáčal). Označme momenty hybností týchto
častíc ako

−→
J1 a

−→
J2. Určime tiež dva jednotkové vektory

−→n1 a −→n2, v smere ktorých budeme
mera ,t momenty hybnosti častí balóna. V skutočnosti nás ani nezaujíma ve

,
lkos ,t momentu,

ale len jeho smer, budeme teda mera ,t veličinu a = sign
³−→n ◦ −→J ´. Výsledok bude vždy ±1,

špeciálny prípad nulového priemetu je pri ve
,
lkom množstve štatisticky nezaujímavý a môžeme

ho obís ,t napríklad definovaním funkcie sign ako +1 aj pre nulový výraz v zátvorke.
Ak použijeme ve

,
la balónov, ktoré necháme prasknú ,t, môžeme vykona ,t ve

,
la meraní pri

rovnakých hodnotách−→n1 a−→n2. Môžeme h
,
lada ,t priemernú hodnotu a1 či a2 (priemetu momentu

hybnosti jedných či druhých častí balóna), ktoré by pod
,
la štatistických zákonov mali klesa ,t

s počtom meraní N ako hai ∼ 1√
N
. Ak ale h

,
ladáme koreláciu výsledkov meraní, tá už vo

všeobecnosti nevymizne. Napríklad pre −→n1 = −→n2 bude

ha1a2i =
X
j

aj1a
j
2

N
= −1, (3.4)

lebo a1 = −a2 pre
,
lubovo

,
lné meranie. Toto vyplýva z požiadavky celkovo nulového momentu

hybností oboch častí balóna. Ak spočítame výraz (3.4) všeobecne, dostaneme koreláciu

ha1a2i =
2α

π
− 1, (3.5)

kde α je uhol medzi −→n1 a −→n2 v tomto poradí.
Pokračujme teraz v našich úvahách. Predstavme si, že balón zmenšíme nato

,
lko, že sa za-

čne správa ,t pod
,
la zákonov kvantovej fyziky a označíme si jeho stav ψ. Jeho prasknutie môže

zodpoveda ,t napríklad už spomínanému rozpadu π0 → e+e− a meranie znamienka momen-
tu hybnosti zameníme za meranie spinu elektrónu a pozitrónu pomocou Stern-Gerlachovho
prístroja. Meriame teda pozorovate

,
lné −→σ1 ◦ −→n1 a −→σ2 ◦ −→n2 (priemety spinu na príslušné osi),

ktorých vlastné hodnoty sú znova len ±1. Ak využijeme skutočnos ,t, že celkový spin systému
je nulový, matematicky vyjadrenú vz ,tahom −→σ1ψ = −−→σ2ψ, dostaneme

ha1a2i = −−→n1 ◦ −→n2 = − cos(α). (3.6)

Z porovnania s (3.5) je zrejmé, že korelácie v kvantovej mechanike môžu by ,t pre všetky prípady
(okrem triviálnych, ke

,
d je korelácia nulová alebo maximálna) silnejšie ako klasické. Bell ale

ukázal
,
daleko viacej. Nehovorí len o porovnaní klasickej a kvantovej mechaniky. Hovorí o tom,

aké vlastnosti musí ma ,t teória, ktorá je lokálna. Zároveň ale ukazuje, že kvantová mechanika
tieto vlastnosti nemá a dáva tak možnos ,t jednoznačne pomocou experimentu overi ,t, či je
možná existencia ”lepšej”, kompletnejšej teórie, ako to navrhovali Einstein, Podolski a Rosen.
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Predstavme si teraz dva lineárne polarizované fotóny, ktoré vznikli napríklad na spoločnej
SPS1 kaskáde a majú rovnakú polarizáciu. Fotóny letia rozličnými smermi a v dostatočnej
vzdialenosti od seba, aby sme vylúčili akéko

,
lvek vzájomné ovplyvňovanie, budú vystavené

meraniu svojej polarizácie. Nazvime pre názornos ,t aparáty, ktoré budú mera ,t polarizáciu
prvej a druhej častice Alica a Bob. Obaja majú možnos ,t zvoli ,t si smer svojho merania (až
potia

,
lto je scenár zhodný s príkladom s balónom) ako jednu z dvoch možností. Alica má na

výber smery−→na a−→nc, Bob−→nb a−→nc (tu je dôležité to, že dva z troch prípustných smerov sú presne
rovnaké). Označme výsledky meraní a, b a c (nadobúdajú hodnotu ±1, znamenajú v prípade
+1 polarizáciu zhodnú s meraným smerom a v prípade −1 polarizáciu kolmú), pričom vieme,
že ak sa obaja rozhodnú pre meranie v smere vektora −→nc, výsledok im musí vyjs ,t rovnaký.
Vieme teraz napísa ,t identitu, ktorá platí bez oh

,
ladu na to, ktoré merania sa uskutočnili:

a (b− c) ≡ ± (1− bc) . (3.7)

Jednoduchým overením prípustných možností pre a, b a c sa môžeme presvedči ,t, že skutočne
platí, hoci v skutočnosti môžeme na základe merania získa ,t len dva z troch údajov v rovnici.
Predpokladajme ale, že máme akúsi (nijak blǐzšie neurčenú) deterministickú lokálnu teóriu
skrytých premenných. V tomto prípade musia by ,t všetky tri výsledky dopredu a-priori dané
a môžu závisie ,t len na hodnote premenných, ktoré si častice môžu nies ,t zo sebou. Označme
množinu týchto premenných λi, kde i označuje poradové číslo pokusu (budeme pracova ,t s
mnohými časticami). Lokálnos ,t vyžaduje, aby λi nezáviseli od smeru merania (častica v mi-
este, kde sa nachádza Alica nesmie vedie ,t, v akom smere uskutočňuje meranie v tom okamihu
Bob).
Napíšme teraz identitu (3.7) pomocou skrytých premenných:

a(λi) (b(λi)− c(λi)) ≡ ± (1− b(λi)c(λi)) , (3.8)

Ke
,
dže nepoznáme λi pre jednotlivé pokusy, ani spôsob ako ovplyvňujú výsledok, rovnica (3.8)

nám nedáva žiadnu informáciu. Môžeme ale urobi ,t priemer cez mnohé pokusy a dostávame
vz ,tah nazývaný Bellova nerovnos ,t:

|habi− haci| ≤ 1− hbci, (3.9)

kde habi je získané ako súčet všetkých a(λi)b(λi) predelených počtom pokusov. Inými slovami
je habi korelácia výsledkov meraní v smeroch −→na a −→nb.
Pozrime sa teraz na kvantovú mechaniku. Tá tiež nedokáže predpoveda ,t výsledky jedi

ného pokusu, ale štatistické výsledky áno. Tieto výsledky sa naviac dajú experimentálne
pozorova ,t, teda otázku, či je správna kvantová mechanika alebo existuje lokálna teória skrytých
parametrov, môže vyrieši ,t správne postavený experiment. Korelácie v kvantovej mechanike sú
dané vzájomnými uhlami medzi smermi merania. Ak označíme odklon smeru−→na od definovanej
osi α a podobne β a γ, nerovnica (3.9) nadobudne tvar

|cos 2(α− β)− cos 2(α− γ)| ≤ 1− cos 2(β − γ). (3.10)

1SPS označuje skratku pre typ kaskády, kde elektróny postupne prechádzajú do nižšieho energetického
stavu. Všeobecne zo stavu s1 cez stav p0 do stavu s0, presne to závisí vždy od typu použitých atómov.
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Tu už nie je ale žiaden problém nájs ,t také uhly, pre ktoré by nerovnos ,t nebola splnená, sú to
napríklad

α = 0◦

β = 30◦

γ = 60◦ (3.11)

a môžeme teda písa ,t, že za istých okolností kvantová mechanika porušuje Bellove nerovnos-
ti.
Uve

,
dme teraz jeden ešte názornejší príklad, pod

,
la článku [18]. Uvážme konkrétny stav

dvoch častíc so spinom 1
2
v tvare

|ψ−i = 1√
2
(|01i− |10i) , (3.12)

teda v stave s nulovým celkovým spinom. Budeme mera ,t spin oboch častíc (znova si pomôžeme
označením Alica a Bob) v rôznych smeroch. Označme tentokrát smer, v ktorom meria Alica
ako −→na a Bobov smer ako −→nb. Pravdepodobnos ,t, že nám oba aparáty oznámia výsledky +1,
teda že oba spiny boli zmerané v smere otočenia meracieho Stern-Gerlachovho prístroja bude
závislá len od vzájomného uhla medzi −→na a −→nb (celkový spin je nulový a nie je teda dopredu
určený žiaden významný smer) a bude daná

P++(
−→na,−→nb) = hψ−|

1

2
(1 +−→na·−→σ1)⊗

1

2
(1 +−→nb·−→σ2)|ψ−i =

1

4
(1− cos θ), (3.13)

kde −→σ1 pôsobí na prvú a −→σ2 na druhú časticu a θ je uhol medzi −→na a −→nb. Rovnakú pravde-
podobnos ,t získame aj pre oba spiny otočené opačne, teda pre výsledky −1:

P−−(
−→na,−→nb) = hψ−|

1

2
(1−−→na·−→σ1)⊗

1

2
(1−−→nb·−→σ2)|ψ−i =

1

4
(1− cos θ). (3.14)

Zoberme teraz tri rôzne osi n1,n2,n3 s tým, že medzi každými dvoma bude uhol s kosínusum
rovným 1/2. Pod

,
la kvantovej mechaniky platí pre súčet pravdepodobností namera ,t na jed-

notlivých dvojiciach osí spiny hore:

P (n1,n2) + P (n1,n3) + P (n3,n2) = 3.
1

4
.
1

2
=
3

8
(3.15)

Rovnako to bude aj pre oba spiny dole, spoločná pravdepodobnos ,t pre nameranie rovnakého
spinu teda bude

P++ + P−− =
3

4
. (3.16)

Pod
,
la klasickej fyziky ale táto pravdepodobnos ,t musí by ,t rovná jednej! Ak je totiž priemet

spinu na každú os určený dopredu, mám k dispozícii tri osi a len dva možné výsledky merania
(hore-dole), musí aspoň na jednej dvojici osí padnú ,t rovnaký spin. Rovnako, ako ke ,d mám v
ruke tri mince a hodím ich na stôl. Nech sa deje, čo sa deje, vždy mi padnú aspoň dva znaky
alebo dve hlavy, žiaden iný výsledok nie je možný.
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3.3 CHSH nerovnos ,t

Pri odvodzovaní Bellovej nerovnosti2 sme vybrali špeciálny prípad. Hoci oba meracie prístroje,
Alica aj Bob, mali každý možnos ,t vybra ,t si jeden z dvoch smerov, v ktorých budú mera ,t po-
larizácie, bolo tam nie ve

,
lmi vysvetlené obmedzenie, že dva z týchto štyroch smerov musia by ,t

rovnaké. Vskutku nie je problém sformulova ,t podobnú nerovnos ,t ako (3.9) aj pre 4 nezávislé
smery. Zave

,
dme teda smer −→nd a výsledok merania v tomto smere d, ktorý pochopite

,
lne tiež

nadobúda hodnoty ±1. Úlohu identity (3.7) sṕlňa
(a+ c) b+ (a− c) d ≡ ±2, (3.17)

znova môžeme prejs ,t k závislosti od skrytých parametrov a urobi ,t stredné hodnoty. Dostávame
nerovnicu

|habi+ hbci+ hcdi− hdai| ≤ 2. (3.18)

Tento výsledok je nazývaný Clauser-Horne-Shimony-Holtova nerovnos ,t [18]. Rovnako ako
Bellova nerovnos ,t aj CHSH nerovnos ,t určuje horné orhaničenie pre korelácie v teóriách lokál-
nych premenných. V kvantovej mechanike má (3.18) tvar

|cos 2(α− β) + cos 2(β − γ) + cos 2(γ − δ)− cos 2(δ − α)| ≤ 2. (3.19)

Napríklad ale pre výber uhlov

α = 0◦

β = 22.5◦

γ = 45◦

δ = 67.5◦ (3.20)

nadobúda
,
lavá strana rovnice (3.19) hodnotu 2

√
2, čo je zjavne viac ako 2.

Zaujímavá otázka je, ako ve
,
lmi môže stav v kvantovej mechanike poruši ,t CHSH nerovnos ,t.

Zistili sme, že sa dá nájs ,t taká konfigurácia experimentu, aby
,
lavá strana rovnice nadobudla

hodnotu 2
√
2. Je možné nájs ,t iné, lepšie konfigurácie, kde je táto hodnota ešte väčšia?

Uvážme operátor
C = ab+ bc+ cd− da, (3.21)

kde a,b, c,d sú operátory merajúce polarizáciu a ich kvadrát je vždy rovný 1. Na základe
toho môžeme písa ,t

C2 = 4 + [a,b] [c,d] (3.22)

a v suprémovej norme pre operátor C platí°°C2°° ≤ 4 + 4 kak . kbk . kck . kdk = 8. (3.23)

Pre samotný operátor dostávame podmienku

kCk ≤ 2
√
2. (3.24)

Hodnota operátora nemôže nikdy prekroči ,t hodnotu 2
√
2 (nerovnos ,t (3.24) sa nazýva Ci-

relsonova nerovnos ,t). Ke
,
dže sme našli prípad, v ktorom dosahujeme rovnos ,t, našli sme aj

maximálnu hodnotu.
2Označenie "Bellove nerovnosti" má svoj užší a širší význam. V tom prvom sa pod nimi chápe len nerovnos ,t

popísaná v predchádzajúcej sekcii a takto budem pojem používa ,t aj v tejto práci. Širší význam obsahuje všetky
možné nerovnosti, ktorých porušenie indikuje kvantovomechanické vlastnosti systému, patrili by tam teda aj
tu spomínaná CHSH neronos ,t i

,
dalšie mnohočasticové nerovnosti.
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3.4 Experimentálne potvrdenie

Publikovanie Bellovho článku samozrejme viedlo k tomu, že sa mnohí experimentátori snažili
navrhnú ,t a zrealizova ,t experimenty, ktoré by dokázali rozhodnú ,t, či sú alebo nie sú Bellove
nerovnosti porušované. Jedny z prvých dôležitých výsledkov publikoval v roku 1976 Ed Fry
[17]. V tom čase ešte rôzne vedecké skupiny publikovali rôzne výsledky, z ktorých niektoré
potvrdzovali porušovanie nerovností a iné nie. Nebolo jasné, či sa jedná o nedostatočne presné
meranie, alebo ide o závislos ,t od typu vystavaného experimentu. Citovaný článok s dovte-
dy najvyššou presnos ,tou ukázal porušovanie Bellových nerovností a tiež vynikajúcu zhodu s
očakávanými výsledkami tak, ako boli spočítané pomocou kvantovej mechaniky, so zarátaním
neurčitostí detektorov a experimentálneho zariadenia ako celku.
Napriek tomu ale trvalo viac ako dve desiatky rokov, kým boli zaznamenané prvé sku-

točné úspechy pri experimentálnom potvrdzovaní porušenia Bellových nerovností. Dôvod bol
ve
,
lmi prozaický: na vylúčenie všetkých možných lokálnych teórii potrebujeme experiment,

ktorý má k dokonalosti a ideálnosti ve
,
lmi blízko. Základný problém, s ktorým sa experimenty

potýkali, bol problém lokálnosti, tzv. locality loophole. Na to, aby platili všetky predpo-
klady pre nerovnosti nesmie by ,t jasné postavenie experimentu v čase, ke

,
d ešte nie sú dve

častice (či už spiny alebo polarizované fotóny), ktoré neskôr použijeme pre experiment, sepa-
rované priestorovým intervalom. Inak povedané, celé experimentálne zariadenie by sme mali
zača ,t stava ,t až v okamihu, ke

,
d obe častice od seba separujeme. Toto je samozrejme ,tažko

predstavite
,
lné, hlavne pokia

,
l zamýš

,
lame používa ,t fotóny, ktoré za jedinú sekundu preletia

mnohonásobok vzdialeností bežných na Zemi. Ale v skutočnosti stačí ove
,
la jemnejšia pod-

mienka, ktorú musíme splni ,t: musíme v čase medzi priestorovou separáciou a detekciou častíc
(takpovediac ”za letu”) zmeni ,t podmienky experimentu.
Toto sa prvýkrát úspešne podarilo realizova ,t A. Aspectovi [13] vo svojich pokusoch v roku

1982, v ktorých použil polarizované fotóny. Zjednodušená schéma je znázornená na obrázku
(3.1). Dva fotóny z kalciovej kaskády SPS boli produkované na vlnových d́ľzkach 422, 7 nm a
551, 3 nm. Prechádzali kolimátorom a optoakustickými spínačmi, ktoré pre každý z fotónov
pseudonáhodne vyberali dva analyzátory s rôznymi smermi polarizácie. Spínače menili svoju
polohu s rôznymi frekvenciami a nieko

,
lkonásobne rýchlejšie, ako bol čas letu fotónu z kaskády

(vzdialenos ,t 12 metrov zodpovedá času asi 40 nm, pričom stredný čas medzi prepnutiami bol
cca 10 nm).
Výsledky boli jednoznačné, Bellove nerovnosti boli porušené o viac ako 5 štandardných

odchýliek. Stále však neboli vyriešené
,
dalšie problémy, ktoré aj v tomto prípade umožňo-

vali vytvorenie teórie so skrytými parametrami tak, aby vysvet
,
lovala výsledky Aspectovho

experimentu.
Dva fotóny vychádzajúce z kaskády nemajú rovnaké vlnové d́lžky, preto sú v skutočnosti

rozlíšite
,
lné. Nejedná sa teda, ak vezmeme do úvahy aj frekvenciu (energiu) fotónov, o stav

typu |ψi či podobný, o ktorom pojednávajú nerovnosti, ale o stav typu

|Φi = 1√
2
(|1E1i|0E2i+ |0E1i|1E2i) , (3.25)

ktorý môže spôsobova ,t problémy. Ďalšia medzera v experimente, ktorá umožňovala tvorbu
lokálnych teórii, bola len pseudonáhodnos ,t preklápania analyzátorov v experimente. Túto
dieru (loophole) ”zatvoril” až Zeilinger et. al. [14] experimentom, kde využil nie pseudoná-
hodný, ale naozaj náhodný proces na zmenu parametrov experimentu. V dvoch laboratóriách
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Obrázok 3.1: Schéma Aspectovho experimentu. Fotóny vlnových d́ľzok λ1 a λ2 letia zo
spoločného zdroja (SPS kaskády) v korelovanom stave. Optické prepínače O1 a O2 (pseudo)
náhodne pre každý fotón vyberú analyzátor α, γ, resp. β, δ a výsledky sa porovnávajú a
uchovávajú v záznamníku.

v Innsbrucku, vzdialených od seba 400 metrov, prebiehali merania polarizovaných fotónov,
ktoré poli produkované v spoločnom zdroji (laser Down-conversion typu II, obrázok (3.2),
fotografia (3.3), zdroj obrázkov [14]). Interval medzi meraniami bol vždy
priestorupodobný a podmienky experimentu sa menili náhodne. Schéma je znázornená na
obrázku (3.4) [14]. Napriek všetkému, aj pre výsledky posledne popisovaného experimentu
je možné zostavi ,t lokálnu teóriu. Posledná ve

,
lká medzera, ktorá čaká na experimantátorov,

je detection loophole, problém detektorov [16]. Nedá sa totǐz vylúči ,t, že účinnos ,t detektorov
je akýmsi spôsobom závislá od toho, v akom celkovom stave sa fotóny nachádzajú, alebo,
povedané v reči lokálnych premenných, od hodnôt lokálnych premenných.
Na prekonanie tejto medzery by sme potrebovali detektory, ktorých účinnos ,t je dosta-

točne vysoká (Účinnos ,t každého detektora je ohraničená zhora číslom jedna. Ak sú skutočné
účinnosti

,
daleko menšie ako jedna, máme možnos ,t navrhnú ,t takú závislos ,t týchto účinnos-

tí od skrytých parametrov, aby ”simulovala” kvantové výsledky, ale zároveň neporušovala
ohraničenie. Pri dostatočne vysokých priemerných účinnostiach deketorov už nie je možné
takúto závislos ,t navrhnú ,t, lebo pre isté hodnoty lokálnych premenných by požadovala účin-
nos ,t detektorov vyššiu ako jedna). V dnešnej dobe ešte stále nie sú k dispozícii podobné
detektory, preto, hoci málo pravdepodobná, stále tu zostáva možnos ,t, že ”všetko je inak”. Že
v skutočnosti je svet naozaj lokálny a všetky doterajšie výsledky, ktoré potvrdzovali kvantovú
mechaniku, boli len chybným priblí̌zením skutočného stavu.
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Obrázok 3.2: Laser down-conversion druhého typu. V nelineárnom kryštáli sú produkované
dva lúče, riadny a mimoriadny. Na obrázku sú znázornené dvoma kuželmi. V prieseku kuželov
môžu vznika ,t fotónové páry, ktoré sú v kvantovo korelovanom stave.

Obrázok 3.3: Fotografia lúča, ktorý prešiel nelineárnym kryštálom. Na priesečníkoch kružníc
môžu vznika ,t entanglované páry fotónov.
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Obrázok 3.4: Na obrázku je znázornená podrobná schéma experimentu prevádzaného v
Innsbrucku. Dva entanglované fotóny získané zo spoločného zdroja prechádzajú dlhé trasy
svetelnými vláknami. Náhodný prepínač založený na parametrickej konverzii druhého typu
zabezpečuje výber smeru, v ktorom bude analyzovaná polarizácia toho-ktorého fotónu. Potom
nasleduje už len analyzátor a archivačné zariadenie.

3.5 Dvojčasticové previazanie

Z vyššie uvedeného je zrejmé, že v kvantovej mechanike existujú stavy, ktoré porušujú lokál-
nos ,t, na akú sme zvyknutí z bežného života. Napríklad dve častice so spinom 1/2, pokia

,
l

sú vo vhodnom stave (napríklad už definovaný |ψ−i), udržujú si medzi sebou akési ”puto”.
Nie je dopredu určený spin prvej častice, môže rovnako dobre (s pravdepodobnos ,tou 50%)
by ,t smerom hore aj dole. Ak ho raz však zmeriame, určíme aj výsledok prípadného nesko-
ršieho merania spinu na druhej častici v tom istom smere. Nezávisle na tom, ako je

,
daleko,

priestorovo alebo časovo.
Na jednej strane je ,tažko predstavite

,
lné, ako sa informácia o našom meraní môže dosta ,t k

druhej častici (čo bol presne bod, ktorý bol považovaný v článku [2] za nemožný). Z poh
,
ladu

kvantovej mechaniky sa ale nejedná o dva systémy, ale o jeden jediný systém v stave |ψ−i, ktorý
sa zmenil ako celok po zmeraní spinu na prvej častici. A medzi dvoma čas ,tami jedného systému
vzniká väzba, previazanie. Hovoríme, že dve časti systému sú previazané (entanglované), resp.
neseparovate

,
lné, ak nemôžu by ,t vytvorené pomocou dvoch preparátorov stavov, ktoré si môžu

navzájom vymieňa ,t len klasické informácie.
Vyvstáva samozrejme otázka, ako zisti ,t, či je daný stav |Φi, rozdelený na dva podsystémy,

previazaný alebo nie. Núka sa použi ,t Bellove nerovnosti; pokia
,
l ich stav porušuje, určite

previazaný je. Bohužia
,
l , táto podmienka je len postačujúca, nie je nutná. Existujú previazané

stavy (v zmysle definície uvedenej vyššie), ktoré Bellove nerovnosti neporušujú. Ďalšia otázka,
hlavne v súvislosti s experimentami, je separovate

,
lnos ,t či neseparovate

,
lnos ,t zmesí vyjadrených

maticami hustoty ρ.
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3.5.1 Bellove stavy

Pri práci s previazanými stavmi dvoch častíc sa ukazuje, že je ve
,
lmi výhodné zavies ,t okrem

normálnej bázy, ktorú pre dve dvojhladinové častice používame a je typu

|0i|0i
|0i|1i
|1i|0i
|1i|1i, (3.26)

aj bázu inú. Stavy (3.26) sú úplným systémom v dvojrozmernom Hilbertovom priestore, ale
pochopite

,
lne nie sú jediným možným a správnym výberom. Používame ich často preto, lebo

poskytujú intuitívnu predstavu o klasickom stave dvoch systémov popísaných pomocou týchto
vektorov. Všetky bázové vektory sú faktorizované a teda predstavite

,
lné v rámci klasického

prístupu. Z matematického h
,
ladiska ale úplne ekvivalentnú bázu tvoria 4 previazané, takzvané

Bellove stavy, definované nasledovne

|Φ+i = 1√
2
(|00i+ |11i)

|Φ−i = 1√
2
(|00i− |11i)

|ψ+i = 1√
2
(|01i+ |10i)

|ψ−i = 1√
2
(|01i− |10i) . (3.27)

Tieto stavy sú
,
daleko ,tažšie predstavite

,
lné, ale u

,
lahčia mnoho námahy a vypisovania v

,
dalších

častiach práce.

3.5.2 Kritériá separability pre častice so spinom 1/2
,Lubovo

,
lná matica hustoty ρ je separovate

,
lná (nie je previazaná) vtedy a len vtedy, ak sa dá

zapísa ,t v tvare
ρ =

X
A

wAρ
0
A ⊗ ρ00A, (3.28)

kde ρ0A a ρ
00
A sú matice hustoty jednotlivých podsystémov. Avšak nie je, ako by sa mohlo zda

,t,
jednoduché o neznámom stave (špeciálne zmesi) urči ,t, či je alebo nie je separabilný. Mnoho
stavov, ktoré nie sú separabilné pod

,
la definície (3.28), neporušujú Bellove nerovnosti.

Pre taký jednoduchý systém ako dve častice spinu 1/2 je úplnou a postačujúcou podmien-
kou na určenie separability konštrukcia čiastočne transponovanej matice hustoty [19] , známej
tiež pod skratkou PPT (alebo Peresova podmienka), v tvare

σ =
X
A

wA (ρ
0
A)

T ⊗ ρ00A. (3.29)

Aj transponovaná matica hustoty sṕlňa všetky podmienky na maticu hustoty (jednotková
stopa a nezápornos ,t), preto zákonite σ musí ma ,t všetky vlastné hodnoty nezáporné. Ak
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to nie je splnené, dochádzame do sporu s predpokladom z rovnice (3.28) , teda že pôvodná
matica hustoty sa dá rozloži ,t a je separovate

,
lná. Samotný dôkaz, že každá neseparabilná

matica hustoty pre systémy 2×2 (dve častice spinu 1/2) má zápornú aspoň jednu z vlastných
hodnôt uviedli až Horodecki v článku [21].
Uve

,
dme teraz príklad. Uvážme pár častíc so spinom 1/2, ktoré su v takzvanom Wernero-

vom (zmiešanom) stave [20]

ρmμ,nν = xSmμ,nν + (1− x) δmμδnν/4, (3.30)

kde x je parameter určujúci podiel singletu S a

S01,01 = S10,10 = −S01,10 = −S10,01 =
1

2
, (3.31)

pričom ostatné komponenty matice S sú nulové. V maticovom tvare to môžeme zapísa ,t tako:

ρ =

⎛⎜⎜⎜⎝
(1−x)
4

0 0 0

0 (1+x)
4

−x
2

0

0 −x
2

(1+x)
4

0

0 0 0 (1−x)
4

⎞⎟⎟⎟⎠ . (3.32)

Zmes sa vo všeobecnosti nedá zapísa ,t vo forme ket-vektora, ktorú sme doteraz na zápis stavov
používali. Samotný singlet S je ale stav čistý, zapísate

,
lný v tvare

S = |ψ−ihψ−|, (3.33)

kde stav |ψ−i je jeden zo stavov Bellovej bázy.
Operátor čiastočnej transpozície pôsobiaci na maticu (3.32) sa dá zapísa ,t vo forme

PPT = T ⊗ I, (3.34)

čo v preklade znamená, že na čas ,t matice zodpovedajúcu prvej častici pôsobí ako transpozícia
a na čas ,t zodpovedajúcu druhej častici ako identita. Operátor transpozície pre maticu 2× 2
môžeme zapísa ,t v tvare

T =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ (3.35)

a operátor identity je jednotková matica 4 × 4. Výsledný operátor PPT bude teda matica
16× 16.
Čiastočne transponovaná matica hustoty má tvar

ρT1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
(1−x)
4

0 0 −x
2

0 (1+x)
4

0 0

0 0 (1+x)
4

0

−x
2

0 0 (1−x)
4

⎞⎟⎟⎟⎠ . (3.36)

A vlastné hodnoty ρT1 sú trikrát 1+x
4
a raz 1−3x

4
. Stav je teda určite previazaný pre x > 1

3
,

Bellove nerovnosti sú porušované ale iba pri x > 1√
2
.
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3.5.3 Miery previazania

V predchádzajúcej časti som sa venoval tomu, ako sa dá pre známy stav systému zisti ,t, či je
alebo nie je separabilný. To však samozrejme je len čas ,t informácie. Ak vieme, že systém je
previazaný, má dobrý zmysel sa pýta ,t, nako

,
lko. Je intuitívne jasné, že napríklad stav

|ψ+i = 1√
2
(|10i+ |01i) (3.37)

je silnejšie previazaný ako stav

|φi = α|10i+ β|ψ+i α −→ 1, (3.38)

ktorý je z ve
,
lkej časti zložený zo separabilného stavu a len malé jeho percento tvorí previazaná

čas ,t. Preto je potrebné a žiaduce zavies ,t pre previazanie mieru.
Táto miera by mala sṕlňa ,t niektoré požiadavky. Ak nazveme všeobecnú mieru previazania

nejakej matice hustoty E(ρ), sú to napríklad tieto [24]:

• E(ρ) ≥ 0 pozitivita

• E(ρ) = 0 ⇐ ρ je separabilná

• E(|ψ+ihψ+|) = 1 normalizovanos ,t na maximálne previazaných stavoch

• E(ρ1 ⊗ ρ2) = E(ρ1) +E(ρ2) aditivita

• E(ρ) = E(UA⊗UBρU
+
A ⊗U+

B ) lokálne unitárne operácie nemenia hodnotu miery previa-
zania

• pri lokálnych (neunitárnych) operáciách len na jednom podsystéme sa nesmie previazanie
zväčšova ,t.

Samozrejme, podmienky je možné rozšíri ,t pod
,
la toho, aké obmedzenia sme ochotní prija ,t,

uvedené sú však ,tažko spochybnite
,
lné. Netriviálna je len posledná, tú však musíme vyžadova ,t,

aby sme zabezpečili citlivos ,t miery práve na previazanie, entanglement, ktorá sa nemôže pri
lokálnych operáciách zväčšova ,t.

Previazanie čistých stavov

Pre čisté stavy existuje všeobecná zhoda namiere. Tá je určená entropiou systému, vzniknutého
z pôvodného stavu spravením čiastočnej stopy cez jeden z podsystémov

E(ψ) = −Tr(ρA log2 ρA) = −Tr(ρB log2 ρB), (3.39)

kde A,B sú jednotlivé podsystémy, ρ = |ψihψ| a ρA, resp. ρB je matica hustoty so spravenou
čiastočnou stopou cez druhý podsystém. Obe tieto entropie (získané z matice redukovanej
na časticu A alebo B) sú rovnaké a sṕlňajú všetky hore uvedené podmienky. Pre každú inú
mieru, ktorú v

,
dalšom zavedieme, budeme preto tiež žiada ,t, aby pre čisté stavy prechádzala

na entropiu systému.
Logika tejto miery je v skutočnosti jednoduchá. Vieme, že entropia (v istom zmysle)

vypovedá o ”miere neporiadku” v systéme, alebo tiež o tom, nako
,
lko neurčito je systém daný.
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Pokia
,
l je ale celý systém v čistom stave, jeho entropia je nulová, celá neurčitos ,t v určení

podsystému pochádza s väzby, ktorá viedla do druhej časti systému a bola ”pretrhnutá”. Čím
bola väzba, previazanie silnejšie, tým väčší neporiadok (entropiu) jej pretrhnutie v podsystéme
spôsobilo.

Previazanie formovania, konkurencia

Pre zmiešané systémy je zavedenie miery
,
daleko komplikovanejšie a neexistuje dosia

,
l jedno-

značná zhoda, ktorá by mala by ,t tá správna. Entropia systému pre zmiešaný stav nevyhovu-
je, lebo nesṕlňa podmienku 2, teda aj pre separabilné, klasicky korelované stavy nám dáva
nenulové previazanie.
Jedným z možných kandidátov je tzv. previazanie formovania. Motivácia pre jeho zave-

denie je jednoduchá. Ak máme k dispozícii nejaký stav, môžeme sa pýta ,t, ko
,
lko maximálne

previazaných stavov potrebujeme na jeho prípravu. V tomto prípade je uvažovanie trochu ab-
straktné ( ,tažko sa predstavuje použitie necelého čísla stavov), ale ak uvážime mnohonásobnú
kópiu nášho stavu ρ⊗N , pre ve

,
lké N je otázka úplne legálna.

Každá matica hustoty sa dá napísa ,t v mnohých rozkladoch typu ρ =
P

i pi|ψiiihψ|. Potom
previazanie formovania matice hustoty ρ je minimum váženého priemeru previazania čistých
stavov jej dekompozície cez všetky možné dekompozície:

EF (ρ) = min
|ψi

X
i

piE(|ψii). (3.40)

Samozrejme, tu sa stretávame s problémom pri výpočte, ako minimalizova ,t analyticky cez
všetky dekompozície. Preto je jeho priamy výpočet a použitie ve

,
lmi problematické.

Lepšou formou previazania formovania špeciálne pre dva dvojrozmerné systémy je konkuren-
cia. Je vhodná kvôli jednoduchému výpočtu a preh

,
ladnosti. Pre jej vyjadrenie si musíme

definova ,t konjugovanú maticu hustotyeρ = (σy ⊗ σy) ρ
∗ (σy ⊗ σy) . (3.41)

Čísla λ1, λ2, λ3, λ4 nech sú odmocniny vlastných hodnôt matice

R = ρeρ (3.42)

zoradené nerastúco v uvedenom poradí. Konkurencia pôvodnej matice hustoty ρ potom je [25]

C(ρ) = max (0,λ1 − λ2 − λ3 − λ4) . (3.43)

Ke
,
dže previazanie formovania rastie monotónne s konkurenciou daného stavu, kde [26]

EF (C) = h

µ
1−
√
1− C2

2

¶
(3.44)

h(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x), (3.45)

sú tieto miery prakticky rovnocenné3. Napriek tomu, že hodnota konkurencie nemá (na rozdiel
od previazania formovania) jednoduchú interpretáciu, pre dvojhladinové systémy (qubity) sa
ujala ako jediná používaná miera a prepočet na previazanie formovania sa robí len ve

,
lmi

zriedka.
3Nie je možné analyticky vyjadri ,t konkurenciu z previazania formovania. Ke

,
d že však zväčša dokážeme

spočíta ,t práve konkurenciu a z nej vyjadrujeme previazanie formovania, je takáto ”jednosmernos ,t” minimálnym
problémom.

23



Previazanie destilácie

Presne opačným spôsobom ako previazanie formovania je definované previazanie destilácie.
Nezaujíma nás, ko

,
lko Bellových stavov potrebujeme na vytvorenie nášho stavu ρ, ale naopak,

ko
,
lko maximálne previazaných stavov dokážeme z nášho stavu vytvori ,t, vydestilova ,t (samo-

zrejme aj tu rátame s mnohými kópiami). Definujeme ho

ED(ρ) = lim
N→∞

1

N
S(ρ⊗NA ). (3.46)

Pochopite
,
lne, pre čisté stavy bude previazanie destilácie rovné previazaniu formovania, pri

lokálnych operáciách na čistých stavoch sa miera previazania zachováva. Nepoznáme však
spôsob, ako jednoducho vyčísli ,t previazanie destilácie pre zmiešaný stav.
Pre dvojhladinové systémy, ktoré su hlavnou náplňou tejto práce, nemá previazanie des-

tilácie nato
,
lko ve

,
lký význam ako pri väčších systémoch. V tom prípade sa totǐz môže systém

nachádza ,t v stave, ktorý je previazaný (nedá sa zapísa ,t ako suma súčinov matíc hustoty) a
má aj nenulové previazanie formovania, ale jeho previazanie destilácie je nulové. To znamená,
že nemôžeme z tohoto stavu, ani z

,
lubovo

,
lného počtu jeho kópií lokálnymi operáciami a kla-

sickou komunikáciou získa ,t žiadnu kópiu maximálne previazaného, napríklad Bellovho stavu.
A to napriek tomu, že na jeho prípravu sme previazané stavy potrebovali. Viac informácií sa
dá nájs ,t napríklad v článku [27].

Relatívna entropia

Ďalšou mierou previazania je relatívna entropia [24]. Odráža trochu iný poh
,
lad na problém,

ke
,
d sa nezaujímame o vývoj daného stavu, ale skôr o jeho polohu v priestore všetkých stavov.
Predstavme si množinu všetkých možných stavov daného systému, zloženého z dvoch

podsystémov, ktorých previazanie chceme skúma ,t. Potom v tejto množine existuje podmno-
žina všetkých stavov systému, ktoré nie sú previazané. Ak by sme boli schopní vybra ,t z
týchto stavov nejakým spôsobom vždy jeden, ktorý by kánonicky zodpovedal danému, skú-
manému stavu ρ a dokázali definova ,t vhodnú vzdialenos ,t na množine stavov, mohla by práve
táto vzdialenos ,t (stavu ρ od priradeného stavu z množiny separabilných stavov) reprezento-
va ,t mieru previazania. Ako prirodzený separabilný stav k neznámemu stavu ρ sa núka stav
ρA ⊗ ρB, kde ρA je matica hustoty zredukovaná len na systém A, teda

ρA = TrB(ρ) , ρB = TrA(ρ). (3.47)

Možnos ,t ale samozrejme je aj nešpecifikova ,t dopredu, vzdialenos ,t od ktorého zo separabilných
stavov budeme uvažova ,t, ale definova ,t previazanie ako minimum vzdialenosti ku všetkým
separabilným stavom.
Teraz je potrebné zavies ,t vhodnú mieru vzdialenosti na množine stavov. Nie všetky vzdia-

lenosti totǐz sṕlňajú podmienky, ktoré kladieme na mieru previazania (hlavne požiadavka, aby
pre čisté stavy prechádzala miera na entropiu systému). Okrem toho, z praktických dôvodov,
h
,
ladáme vzdialenos ,t čo možno najjednoduchšiu, umožňujúcu analytickú minimalizáciu cez
množinu stavov. Jedna z kandidátok je relatívna entropia dvoch stavov

S(ρ||σ) = Tr(ρ ln ρ− ρ lnσ). (3.48)
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Funkcia (3.48) nie je vzdialenos ,tou v matematickom zmysle slova. Chýba jej napríklad základ-
ná vlastnos ,t, symetria. Napriek tomu, relatívna entropia sṕlňa všetky podmienky na zavedenie
miery previazania v tvare

ERE(ρ) = min
σ∈Sep

S(σ||ρ), (3.49)

kde Sep je množina separabilných stavov. (Pokia
,
l by sme neuvažovali minimalizáciu, ale

zobrali kánonický separabilný stav ρA ⊗ ρB, jednalo by sa o von Neumannovu vzájomnú in-
formáciu. Táto sa ale môže zvyšova ,t pomocou lokálnych operácií kombinovanými s klasickou
komunikáciou, teda nie je citlivá na rozdiel medzi klasickými a kvantovými koreláciami).
V článku [23] je ukázané, že všetky miery previazania, sṕlňajúce horeuvedené kritériá plus

niektoré
,
dalšie týkajúce sa asymptotického správania sa pri ve

,
lkom množstve uvažovaných

častíc, musia sṕlňa ,t pre každý stav podmienku

ED ≤ E ≤ EF , (3.50)

kde ED je previazanie destilácie a EF je previazanie formácie.

3.6 Viacčasticové previazanie

3.6.1 Trojčasticový model

V predchádzajúcej kapitole som sa venoval výlučne dvojčasticovému previazaniu. Bellove a
CHSH nerovnosti ukazujú, že na to, aby sme mohli rozlíši ,t, či sú dve častice v previazanom
stave, potrebujeme štatistický súbor rovnakých stavov. Až na základe merania tohoto súboru
dokážeme rozlíši ,t kvantové vlastnosti.
V prípade troch častíc je už situácia iná. Na základe jediného experimentu dokážeme

odlíši ,t stav, ktorý vykazuje trojčasticové previazanie. Zoberme tri častice v stave

|ψi =
µ
|0i|0i|0i− |1i|1i|1i√

2

¶
(3.51)

a operátory priemetu spinu i-tej častice na os x, y a z

σix, σiy, σiz. (3.52)

Všetky tri častice sú priestorovo separované. Z operátorov (3.52) môžeme konštruova ,t
,
dalšie,

pričom platia vz ,tahy

|ψi = σ1xσ2yσ3y|ψi
= σ1yσ2xσ3y|ψi
= σ1yσ2yσ3x|ψi
= −σ1xσ2xσ3x|ψi. (3.53)

Označme výsledky príslušných meraní mix,miy,miz. Tieto budú nadobúda
,t len hodnoty ±1.

Z (3.53) vyplýva podmienka
m1xm2xm3x = −1, (3.54)
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ale musí tiež plati ,t
m1ym2xm3x = m1xm2ym3x = m1xm2xm3y = 1. (3.55)

Ke
,
dže vieme, že m2

iy = 1, skombinovaním (3.55) dostávame výsledok

m1xm2xm3x = 1, (3.56)

čo je v jasnej kontradikcii s výsledkom (3.54).
Vysvetlenie sa skrýva na rovnakom mieste, ako to bolo pri Bellových nerovnostiach. Na

každej častici môžem previes ,t iba jeden z experimentov merania priemetu spinu na os x či
y. Ak ale uznávam argument Einsteinovej reality, musím predpoklada ,t, že oba tieto výsledky
sú dopredu dané, lebo sú s istotou predpovedate

,
lné na základe merania iných, priestorovo

vzdialených častíc. Tu sa dostávam okamžite do sporu, bez toho, aby som potreboval robi ,t
štatistický priemer.

3.6.2 Čo je viacčasticové previazanie?

V prvom rade je potrebné si ujasni ,t, čo vlastne v kontexte viacerých častíc previazanie zna-
mená. Najlepšie sa to vysvetlí na konkrétnom prípade troch častíc, nazvime si ich Alica, Bob
a Carlos. Hovoríme, že stavy Alice a Boba sú dvoǰcasticovo previazané, ak vykazujú kvantové
(klasické nestačia) korelácie bez oh

,
ladu na to, v akom stave sa nachádza Carlos. Inak, A a B

sú previazané, ak matica hustoty

ρAB = TrC (ρABC) (3.57)

je neseparabilná.
Táto definícia ale nemusí by ,t jediná. Skrýva v sebe totǐz problém: ak by Carlos, hoci

vzdialený od Alice a Boba, začal s nimi spolupracova ,t a vykonával by operácie pod
,
la ich

pokynov, previazanie medzi Alicou a Bobom môže vzniknú ,t. Zoberme si ako príklad stav

|ψi =
µ
|0i|0i|0i+ |1i|1i|1i√

2

¶
, (3.58)

kde jednotlivé qubity postupne reprezentujú stavy Alice, Boba a Carlosa. Matica hustoty
ρAB zodpovedá zmiešanému, klasicky korelovanému, ale separabilnému stavu. Pokia

,
l požia-

dame o spoluprácu Carlosa, ktorý vykoná merania vo vhodnej báze, môžeme stav |ψi prerobi ,t
na úplne previazaný stav Alice a Boba, ktorý bude separovaný od Carlosovho stavu. Tento
stav totǐz obsahuje previazanie trojčasticové, ale neobsahuje žiadne previazanie dvojčasticové,
ktoré by mohli dvaja z trojice získa ,t bez toho, aby tretí spolupracoval.
Priamočiarym spôsobom sa dá táto argumentácia zovšeobecni ,t aj na viacčasticové systémy.

Definujeme preto stavy typu (3.58):

|ΦiN =
1√
N

¡
|0i⊗N + |1i⊗N

¢
. (3.59)

Nazývame ich Greenberger-Horne-Zeilingerove stavy (GHZ stavy) alebo tiež stav zovšeobec-
nenej Schrödingerovej mačky (Dôvod je prozaický, tento stav skutočne zodpovedá, pre dosta-
točne ve

,
lké N, stavu mačky v uzavretej krabici. Bu

,
d je celá živá, alebo celá ḿrtva, nič medzi
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tým). Tieto stavy obsahujú vždy práve N-časticové previazanie, matica hustoty získaná stopou
cez ktorúko

,
lvek časticu zo systému reprezentuje zmiešaný, separabilný stav.

Všeobecný stav N častíc môže obsahova ,t rôzne druhy previazania. Jednak, samozrejme,
n-časticové, ale to nie je jediná možnos ,t. Niektoré dvojice, trojice, alebo k-tice môžu by ,t
previazané medzi sebou (ak vôbec) silnejšie ako so zvyškom systému. Napríklad pri troch
časticiach existujú dva základné typy previazania. Jeden je reprezentovaný už definovanými
GHZ stavmi, druhý W stavmi, ktoré sú vo všeobecnosti definované pre N častíc ako stavy
symetrické vzh

,
ladom k zámene

,
lubovo

,
lných dvoch častíc a obsahujúce práve 1 qubit v stave

1 a ostatné v stave 0. W3-stav definujeme ako

|W3i =
1√
3
(|001i+ |010i+ |100i) . (3.60)

W stavy majú najsilnejšie možné dvojčasticové previazanie na rozdiel od GHZ stavov, ktoré
vykazujú silné mnohočasticové previazanie.

3.6.3 Kritériá separability

Pre viacčasticové previazanie musíme znova definova ,t, čo vlastne znamená separabilný stav.
Pokia

,
l sa pýtame na separabilitu medzi dvoma čas ,tami systému, zostáva definícia rovnaká

ako pre dvojčasticový prípad. Tak isto sú použite
,
lné už uvedené kritériá, pretože efektívne

sa nezaoberáme viacčasticovým systémom, ale systémom dvoch častí s viacerými stupňami
vo
,
lnosti. Nie je zaujímavé, či v časti A máme jeden osemhladinový atóm alebo tri qubity,

efektívne je to osemrozmerný systém.
Ako nutnú podmienku separability môžeme aj pre väčšie systémy používa ,t Peresovu čias-

točnú transpozíciu (PPT) matice hustoty. Stále síce platí, že podmienka PPT je vždy lepšou
podmienkou ako Bellove nerovnosti zovšeobecnené pre viac častíc, ale existujú stavy sṕlňa-
júce PPT, ktoré nie sú separabilné (nedajú sa zapísa ,t v tvare (3.29)). Takéto stavy nazývame
stavy so skrytým previazaním (bound entangled states). Sú to zmiešané stavy s nulovým
previazaním destilácie, ale nenulovým previazaním formovania. Množina týchto stavov nie je
ešte dokonale preskúmaná a preto nie je ešte ani celkom jasné a jednoznažné, či sa vôbec tieto
stavy majú chápa ,t ako stavy previazané. Faktom však zostáva, že ak máme k dispozícii čo
len jeden maximálne previazaný (bellov) stav, s jeho použítím ako katalyzátora môžeme aj zo
stavov so skrytým previazaním previazanie vydestilova ,t. Celá táto diskusia by však patrila
skôr do kapitoly o dvočasticovom previazaní mnohorozmerných systémoch, ktorému sa v tejto
práci venova ,t nebudem.
Otázka na separabilitu stavu však môže stá ,t aj inak. Ak mám systém, ktorý môžem

rozdeli ,t na N častí, za akých podmienok ho môžem zapísa ,t v tvare:

ρAB...M =
kX
i=1

ρiA ⊗ ρiB ⊗ ...⊗ ρiM . (3.61)

Intuitívne to znamená, že
,
lubovo

,
lné dva podsystémy sú separovate

,
lné, ale aj

,
lubovo

,
lných k

systémov medzi sebou je separovate
,
lných. Logický postup by bol rozdeli ,t systém na dve časti

a testova ,t existenciu previazania. Potom rozdeli ,t systém na iné dve časti a znova testova ,t,
pričom by sme postupne vyčerpali všetky možné rozdelenia. Aj keby sme mali jednoduchý
spôsob, ako previazanie detekova ,t (PPT už vo všeobecnosti fungova ,t nebude), nemuselo by
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to stači ,t. Existujú totǐz stavy, ktoré nevykazujú dvojčasticové previazanie, nech rozdelíme
systém akoko

,
lvek a napriek tomu nie sú separabilné (mohli by sme ich poklada ,t za analóg

situácie, ke
,
d máme klasický systém, ktorý vykazuje mnohočasticové korelácie, ale žiadne dva

podsystémy korelované nie sú). Zatia
,
l neexistuje žiadne rozumné a uznávané kritérium, ktoré

by testovalo viacčasticové previazanie. Pokial sa totǐz nepodarí nájs ,t jasnú, jednoduchú a
akceptovanú odpove

,
d na otázku, čo znamená, ak je stav viacčasticovo separabilný, nemá ani

ve
,
lký zmysel pýta ,t sa, kedy sa tak stane.

3.6.4 Miery viacčasticového previazania

Ako vyplynulo z predchádzajúcej časti, nemá ve
,
lký zmysel zaujíma ,t sa o miery viacčasticového

previazania, kým nemáme ani len kritérium separability (pochopite
,
lne, každá dobrá miera je

zároveň aj kritériom, stačí, ak testujeme, či je hodnota miery rovná nule alebo nie). Avšak
aj pri viacerých časticiach v systéme má dobrý zmysel zaujíma ,t sa o to, akým spôsobom sú
previazané jednotlivé dvojice v rámci tohoto systému, ak zvyšok nebudeme uvažova ,t.
V tom prípade môžeme použi ,t konkurenciu, ako jedinú rozumne použite

,
lnú mieru aj pre

zmiešané stavy4. Ukazuje sa, že sa dajú nájs ,t niektoré zaujímavé vlastnosti, ktoré musia
výsledky na jednotlivých dvojiciach sṕlňa ,t (štúdium týchto vlastností tvorí aj

,
dalšiu čas ,t tejto

práce). Najznámejšou je to, že celková konkurencia, ktorou sa jeden qubit viaže na zvyšok
systému je istým spôsobom obmedzená. Teda nie je možné, aby bol jeden qubit maximálne
silne previazaný s viacerými qubitmi v systéme.
Pre tri častice je v článku [28] je ukázané, že ak ich nazveme A, B a C, platí nerovnos ,t

(nazvaná pod
,
la autorov Coffman-Kundu-Wootters-ova, alebo jednoducho CKW nerovnos ,t):

C2
AB + C2

AC ≤ C2
A(BC), (3.62)

kdeCAB značí konkurenciu medzi časticami A a B. Pravá čas
,t nerovnice zodpovedá konkurencii

časti A k páru BC, ktorá bude definovaná neskôr. Rozvediem teraz
,
lavú stranu. Kedže vieme,

že stav troch častíc je čistý a matica ρAB vznikla stopou z matice čistého stavu, matica ρABeρAB
(definícu vi

,
d. (3.41)) bude ma ,t maximálne dve nenulové vlastné hodnoty. Potom

C2
AB = (λ1 − λ2)

2 = λ21 + λ22 − 2λ1λ2 = Sp (ρABeρAB)− 2λ1λ2 ≤ Sp (ρABeρAB) (3.63)

a celá
,
lavá strana teda bude

C2
AB + C2

AC ≤ Sp (ρABeρAB) + Sp (ρACeρAC) . (3.64)

Pravá čas ,t rovnice sa dá zjednoduši ,t na 4 det(ρA). Vieme, že pre čistý stav sa dá konkurencia
vyjadri ,t ve

,
lmi jednoducho, C = 2

p
det(ρA). Ak uvážime, že stav |ψiABC je čistý a budeme

poklada ,t pár BC za jeden objekt a nie za dve časti, môžeme definova ,t C2
A(BC) práve ako

4 det(ρA), teda ako konkurenciu časti A k zvyšku systému.
Pokia

,
l by stav ρABC nebol čistý, môžeme definova

,t CA(BC) ako minimum cez všetky možné
dekompozície matice ρABC

CA(BC)(ρ) = min
ρ=|ψiABChψ|

CA(BC)(|ψiABC), (3.65)

4Je dôležité pripomenú ,t, že ak by aj celý systém bol v čistom stave, ak sa zaujímame len o podsystém
tvorený dvoma qubitmi, bude tento ve

,
lmi pravdepodobne v zmesi.
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pričom nerovnos ,t (3.62) zostáva v platnosti.
Najpodstatnejšie ale je, že pravá strana nerovnice je vždy ohraničená číslom 1, pričom vo

všeobecnosti
,
lavá strana až číslom 2. Nech je teda interpretácia veličiny CA(BC) akáko

,
lvek,

CKW nerovnosti nám dávajú závažnú informáciu o tom, že (minimálne) dvojčasticové korelá-
cie sa nemôžu zdiela ,t v trojčasticovom systéme

,
lubovo

,
lne.

Pre viacčasticový systém môžeme písa ,t nerovnicu (3.62) v upravenom tvare

C2
AB + C2

AC + ... ≤ 1, (3.66)

kde na
,
lavej strane je súčet druhých mocnín konkurencií medzi prvým qubitom a všetkými

ostatnými v systéme. Táto nerovnica (známa rovnako ako (3.62) pod skratkou CKW) nikdy
nebola dokázaná, ale jej platnos ,t bola potvrdená vo všetkých testovaných prípadoch, včítane
rozsiahlych numerických testov aj na ve

,
lkých systémoch častíc. Dôležité je, že nezávisle na

počte častíc v systéme, celková konkurencia je stále ohraničená číslom jedna. Interpretácia,
že tým pádom môže by ,t jedna častica silnejšie viazaná iba s nieko

,
lkými

,
dalšími časticami v

systéme je z jednej strany správna, z druhej ale nie úplná. Ke
,
dže tu hovoríme len o dvojčas-

ticovom previazaní, týka sa obmedzenie len jeho. Nepoznáme žiadne vhodné miery viacčas-
ticového previazania a tak nemôžeme exaktne skúma ,t, či a prípadne ako sú aj tieto miery
limitované vo ve

,
lkých systémoch. Rozumná interpretácia CKW nerovností by však mohla by ,t

taká, že vo ve
,
lkých systémoch začínajú prevažova ,t mnohočasticové kvantové korelácie a na

,
dalšie narastanie tých dvojčasticových už jednoducho nie je priestor.
Rozsiahlejšia diskusia o zdie

,
laní dvojčasticových kvantových korelácií je v kapitole o pre-

viazaných grafoch.
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Kapitola 4

Korelácie na kvantových systémoch

4.1 Korelácie dvoch qubitov

4.1.1 Čistý stav dvoch qubitov

Ak by sme vychádzali z definície klasickej korelácie z druhej kapitoly, mohlo by sa zda ,t,
že hovori ,t o korelácii na čistých stavoch nemá zmysel. Nie je to však, aspoň v kvantovej
mechanike, celkom pravda.
Čistý stav je (povedané ve

,
lmi intuitívne) charakterizovaný tým, že o ňommáme maximálne

množstvo informácie, ako je pre daný systém možné. Pre klasický systém je to napríklad
výsledok každého možného merania na tomto systéme. Táto úplná znalos ,t vedie k tomu, že
žiadne korelácie nie sú možné, pretože ke

,
d raz vieme všetko, žiadnu

,
dalšiu vedomos ,t už získa ,t

nemôžeme.
V kvantovej fyzike ani pre čistý stav nemôžeme pozna ,t všetky možné výsledky meraní.

Pre qubit, napríklad pre spin elektrónu, môžeme pozna ,t výsledok merania spinu len v jednom
smere. Meranie v akomko

,
lvek inom smere už bude vykazova ,t neurčitos ,t. Preto má zmysel,

aby sme hovorili o korelácii dvoch qubitov aj v prípade, že sú v čistom stave.
Vzh

,
ladom na to, že očakávame korelácie čisto kvantovej povahy (teda korelácie, ktoré sú

spôsobené len neurčitos ,tou danou nekomutujúcimi meraniami), stotožníme podmienku prí-
tomnosti previazania a korelácie. Pár qubitov v čistom stave bude teda korelovaný, ak platí

|ψi12 6= |ψi1 ⊗ |ψi2. (4.1)

Vo všeobecnosti však stavy jednotlivých qubitov vonkoncom nemusia by ,t čisté (jednoduchý
príklad je, že pre maximálne previazaný stav dvoch qubitov |ψi12 = 1√

2
(|00i+ |11i) je stav

jednotlivých qubitov úplná zmes). Pravá strana rovnica preto nemusí by ,t dobre definovaná a
je korektné rozšíri ,t ju na rovnicu pre matice hustoty, teda

ρ12 = |ψi12hψ| 6= ρ1 ⊗ ρ2. (4.2)

4.1.2 Zmes dvoch qubitov

V prípade zmesi už môžeme očakáva ,t, že celková korelácia oboch qubitov bude spôsobená
dvoma fenoménmi. Prvý je kvantová korelácia, previazanie, dôsledok toho, že pracujeme s

30



kvantovými časticami. Druhý je neurčitos ,t v našej znalosti systému, nemá nič spoločné s
kvantovými vlastnos ,tami systému.
Z definície previazania vieme, že qubity sú kvantovo korelované, ak platí, že

ρ12 6=
X
i

σi1 ⊗ σi2, (4.3)

kde σ je všeobecný nenormovaný operátor hustoty. Zovšeobecnením rovnice (4.2) dostaneme,
že qubity sú korelované, ak platí

ρ12 6= ρ1 ⊗ ρ2. (4.4)

Táto definícia zodpovedá aj intuitívnej predstave o korelácii, ktorú by mali sṕlňa ,t dva qubity.
A to, že budú korelované, ak existuje pár lokálnych meraní (jedno na prvom qubite a druhé
na druhom), ktorých výsledky sú korelované. V konkrétnom prípade dvoch spinov elektrónu
to zodpovedá existencii dvoch smerov, v ktorých meriame spiny jednotlivých elektrónov a
výsledky nám vychádzajú korelované.
Porovnaním rovníc (4.3) a (4.4) okamžite vidíme, že dva previazané qubity sú aj korelo-

vané. V čistých stavoch sme mohli rozlišova ,t dve triedy stavov dvoch qubitov (vzh
,
ladom

na existenciu korelácií), a to úplne nezávislé (faktorizované) qubity a korelované, previazané
qubity. V zmiešaných stavoch sa počet tried rozširuje na tri, existujú faktorizované stavy,
korelované, ale nepreviazané stavy a korelované previazané stavy. Je zrejmé, že štvrtá trieda,
ktorá by teoreticky mohla vzniknú ,t (previazané nekorelované stavy) je prázdna. Samotné pre-
viazanie totiž je forma korelácie a rovnica (4.3) je citlivá len na kvantovú formu previazania,
kdežto rovnica (4.4) je citlivá na obidve formy.

4.1.3 Miery korelácie

Ke
,
dže test na koreláciu v systéme (4.4) zah́rňa kvantovú aj klasickú koreláciu, mohli by sme

očakáva ,t, že niektorá z mier klasickej korelácie bude vhodná aj pre kvantové systémy. Určite
to však nemôže by ,t koeficient korelácie, pretože ten je explicitne definovaný pomocou výsled-
kov meraní. K všetkým jeho nedostatkom uvádzaným v kapitole o koreláciách na klasických
systémoch by tak pribudla

,
dalšia, ke

,
d by sme museli pri každom počítaní h

,
lada ,t maximum

cez všetky možné dvojice meraní.
Jedinou rozumnou alternatívou zostáva teda index korelácie. Zopakujme jeho definíciu

(2.7)
I = SA + SB − SAB, (4.5)

pričom však entropia pre kvantový systém bude definovaná odlišne od klasického

S = Sp (ρ log ρ) (4.6)

=
X
i

λi log(λi) (4.7)

λi = Ev (ρ) , (4.8)

kde symbol Sp označuje stopu matice (Spur) a Ev vlastné hodnoty daného operátora (Eigen-
values).
Pre čistý stav dvoch qubitov je entropia celého systému SAB nulová a index korelácie sa

redukuje na I = SA + SB. Platí tiež, že SA = SB a z definície previazania formovania (3.39)
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I = 2Ef . Na prvý poh
,
lad je to ve

,
lmi zaujímavý výsledok, pretože nám dáva do súvisu celkovú

koreláciu vyjadrenú korelačným koeficientom a previazanie, dané previazaním formovania.
Pri definícii korelačného koeficientu pod

,
la (4.5) však narazíme na problém, že aj pre dva

dvojhladinové systémy môže nadobúda ,t hodnoty z intervalu h0, 2i. Spôsobené je to tým, že
kým v klasickom prípade platilo, že SA ≤ SAB ≤ SA + SB, v kvantovom platí len slabšia
verzia nerovnosti |SA − SB| ≤ SAB ≤ SA + SB [29]. Je teda vhodné spätne nanormova

,t index
korelácie na jedničku a upravi ,t definíciu (4.5) vložením jednej polovice.
Táto úprava vyrieši aj

,
další problém. Pre čistý stav očakávame, že celá korelácia bude

spôsobená len previazaním, mali by sme teda ma ,t takú mieru celkových korelácií, ktorá je
ekvivalentná (pre čisté stavy) s mierou previazania. Pre definícii

I2 =
SA + SB − SAB

2
(4.9)

je táto podmienka splnená.

4.2 Viacčasticová korelácia

V prípade, ak máme v systéme aspoň tri qubity, situácia sa principiálne mení. Pre dva
qubity sme mali totǐz jednoznačne dané, že jediná korelácia o ktorej má zmysel hovori ,t je
dvojčasticová. Pre viac qubitov môžeme hovori ,t o dvoj i viacčasticovej korelácii a o dvoj i
viacčasticovom previazaní. Niektoré z týchto fenoménov nie sú celkom korektne definované a
určite nie sú ani na sebe nezávislé. Preto je kompletná analýza situácie ve

,
lmi komplikovaná.

4.2.1 Rozpad viacčasticového previazania

Viacčasticové previazanie, podobne ako viacčasticová korelácia v klasickej fyzike, môže by ,t
detekované len v prípade, ak pracujeme s celým systémom, na ktorom sa toto previazanie
nachádza. Teda v prípade, ak máme v rozsiahlom systéme štyri qubity vzájomne previazané
(čisto) štvorqubitovými kvantovými koreláciami, dokážeme tieto korelácie zisti ,t a využi ,t len v
prípade, ak máme k dispozícii a pod kontrolou všetky štyri qubity. Podobne ako tomu bolo v
prípade klasických korelácií.
Ak sme v klasickom prípade nemali k dispozícii všetky potrebné častice (systémy), nemohli

sme koreláciu zisti ,t. Nevedeli sme systém rozozna ,t od nekorelovaného systému. V kvan-
tovom prípade je to podobné, nedokážeme systém rozozna ,t od nepreviazaného systému. Na
druhej strane, mnohočasticové previazanie sa vo všeobecnosti môže na podsystémoch prejavo-
va ,t prostredníctvom klasických korelácií.
Zoberme príklad mnohočasticového GHZ stavu

|GHZi = 1√
2
(|00...0i+ |11...1i) (4.10)

a redukovaný operátor prvých dvoch qubitov

ρ12 =
1

2

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ . (4.11)
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Je zjavné, že hoci pôvodný stav celého systému bol čistý a očakávali sme na ňom len kvan-
tovú koreláciu, stavy podsystémov sú zmiešané a vykazujú čisto klasickú koreláciu, dokonca
najsilnejšiu možnú.
Vo všeobecnosti preto môžeme na N-časticovom systéme v čistom stave očakáva ,t nie len

všetky druhy previazania (od dvojčasticového po N-časticové), ale aj skoro všetky druhy
klasickej korelácie (od dvojčasticovej po (N − 1)-časticovú).

4.2.2 Čistý stav troch qubitov

Rozoberme pre začiatok ten najjednoduchší systém s viac ako dvoma časticami, čistý stav
troch qubitov. Môžeme v ňom očakáva ,t dvojčasticové korelácie (na troch možných pároch),
dvojčasticové previazanie, trojčasticové previazanie, nie však trojčasticovú koreláciu. Naviac
vieme, že klasická dvojčasticová korelácia by mala ma ,t pôvod len v trojčasticovom previazaní,
preto očakávame, že bude (v istom zmysle) symetrická vzh

,
ladom na výmenu častíc (rovnaká

na všetkých pároch).

Miera dvojčasticovej korelácie

Každá kandidátka na mieru korelácie viacčasticových systémov qubitov musí sṕlňa ,t niektoré
požiadavky, napríklad

• Na čistých stavoch musí by ,t rovná (vhodne zvolenej) miere previazania

• Na faktorizovaných stavoch musí by ,t rovná nule

• Na (vhodne zvolených) maximálne korelovaných stavoch musí nadobúda ,t zvolenú maxi
málnu hodnotu (napríklad jednotku)

• Na všetkých ostatných stavoch musí nadobúda ,t hodnoty medzi nulou a jednotkou (prí-
padne inak zvolenou maximálnou hodnotou), vždy však hodnotu väčšiu alebo rovnú ako
zvolená miera previazania

Na začiatok sa sústredíme len na mieru dvojčasticovej korelácie, ktorú je možné porovnáva ,t
s previazaním formovania. Nami navrhovaná miera korelácie (4.9) sṕlňa prvé tri podmienky.
Zostáva ešte overi ,t štvrtú, teda hlavne to, či náhodou neklesá pre niektoré stavy pod mieru
previazania. Zoberme konkrétny príklad, W stav troch qubitov

|W i = 1√
3
(|001i+ |010i+ |100i) . (4.12)

Redukovaný operátor
,
lubovo

,
lných dvoch častíc má tvar

ρ12 =
1

3

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (4.13)
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Pokúsime sa najskôr spočíta ,t mieru previazania. Samotné previazanie formovania je defi-
novaný komplikovane pomocou maximalizácie, vieme však vypočíta ,t konkurenciu. Táto je
definovaná vzorcom (3.43) a pre operátor (4.13) nadobúda hodnotu

C =
2

3
. (4.14)

Pomocou vzorcov (3.44,3.45) konkurenciu dokážeme prepočíta ,t na previazanie formovania a
dostávame

Ef ' 0.55 (4.15)

Na výpočet upraveného indexu korelácie potrebujeme pozna ,t entropiu jednotlivých qubitov,
ako aj entropiu podsystému dvoch qubitov. Ke

,
dže však je celý systém (dva qubity plus jeden

zvyšný tvoria celý systém, čo stavia prípad troch častíc do ve
,
lmi špecifickej situácie oproti

viacčasticovým prípadom) v čistom stave, vieme, že tieto entropie budú rovnaké. Definícia
indexu korelácie sa teda redukuje na

I2 =
SA
2
=

SAB
2

. (4.16)

Okamžite je zrejmé, že nastal problém. Hodnota indexu je totǐz obmedzená hodnotou 1
2

(entropia jedného qubitu je vždy obmedzená jednotkou), a to je zjavne menej ako vypočítaná
hodnota previazania formovania. Pre presný výpočet potrebujeme vlastné hodnoty matice
(4.13). Tie sú 1

3
a 2
3
, z nich vypočítaná entropia je priblične 0.92 a index korelácie

I2 ' 0.46 (4.17)

Ani upravený index korelácie preto nemôže slúži ,t ako vhodná miera pre celkové korelácie v
systéme.

Miera viacčasticovej korelácie

Miera viacčasticového previazania je známa len pre ve
,
lmi špecifický prípad čistého stavu troch

qubitov [28]. Dôvod je už raz spomenutá vlastnos ,t, že entropia systému dvoch qubitov je
rovnaká ako entropia zvyšného tretieho (ke

,
dže celok je čistý stav). Táto vlastnos ,t umožňuje

odhali ,t trojčasticové previazanie porovnávaním miery zmesovosti (entropie) prvého qubitu s
mierou jeho previazania so zvyšnými dvoma. V citovanom článku je toto porovnanie robené
s pomocou miery tangle, ktorá vznikne obyčajným umocnením konkurencie na druhú. Miera
zmesovosti je vyjadrená pomocou determinantu matice samostatného qubitu.
Mohli by sme navrhova ,t miery trojčasticovej korelácie, ktoré by na čistých stavoch sṕlňali

podmienku rovnosti s takto definovanou mierou trojčasticového previazania. Nemalo by to
však ve

,
lký zmysel, ke

,
dže by sme nedokázali overi ,t platnos ,t nerovnosti (klasické korelácie sú

vždy väčšie ako previazanie) na zmiešaných stavoch troch častíc, kde miera previazania nie je
dobre definovaná.
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Kapitola 5

Odhady v kvantovej mechanike

5.1 Úvod

Kvantová mechanika je vo svojej podstate štatistická teória. To znamená, že jej predpovede sú
presné len pre ve

,
lké množstvá opakujúcich sa situácií. Typickým príkladom je stav jedného

qubitu bežne označovaný ako
|ψi = α |0i+ β |1i , (5.1)

kde α a β sú komplexné čísla. Až na globálnu fázu sa tento stav dá reprezentova ,t pomocou
dvoch sférických súradníc

|ψi = sin(ϑ) |0i+ eiϕ cos(ϑ) |1i (5.2)

a znázorni ,t jednotkovým vektorom smerujúcim na povrch gule, tzv. Blochovej sféry. Ako
vyplýva z kodanskej interpretácie, parametre stavu (5.2) vyjadrujú pravdepodobnosti výsled-
kov meraní spinu v rôznych smeroch. Na druhej strane je však zrejmé, že pokia

,
l hovoríme o

pravdepodobnosti, musíme hovori ,t o štatistických súboroch a nie o jednotlivých exemplároch.
Preto vyššie uvedený stav v skutočnosti reprezentuje (pokia

,
l požadujeme absolútnu presnos ,t,

resp. spo
,
lahlivos ,t výsledkov) nekonečný súbor rovnako pripravených fyzikálnych systémov

so spinom 1
2
.

Je bežnou a nezvrátite
,
lnou vlastnos ,tou všetkých experimentov, že ich výsledkami vždy

boli a budú len konečné objemy dát, naviac za ,tažené najrôznejšími chybami. Je úlohou
fyzikov na základe týchto dát potom dedukova ,t vlastnosti meraných systémov a pripisova ,t
im jednotlivé parametre. Vždy tak ale môžeme urobi ,t len s istou presnos ,tou, spo

,
lahlivos ,tou.

Preto každé priradenie parametrov α a β jednoqubitovému systému je vo svojej podstate
odhadom, lepším alebo horším.
Všetky tieto skutočnosti však platia rovnako dobre aj pre klasickú fyziku. Kvantová fyzika

však v sebe skrýva
,
dalšie problémy pri prira

,
dovaní jednotlivých vlastností na základe existu-

júcich dát. Tie vyplývajú z nekomutovania niektorých meraní1, typicky jednotlivých zložiek
spinu. Môže sa tak sta ,t, že napriek tomu, že máme "dostatočný" počet meraní danej veličiny
(napr. spinu), nevieme spo

,
lahlivo urči ,t jej hodnotu. dôvodom je, že merania neobsiahli

dostatočne (prípadne vôbec) celý priestor. Ak určíme ve
,
lkým počtom meraní zložku spinu v

smere osi z, stále ešte potrebujeme spôsob, ako odhadnú ,t ostatné dve zložky. V tomto odhade

1Pod týmto pojmom rozumiem fakt, že pri meraní niektorých vlastností je výsledok ovplyvnený faktom, v
akom poradí za sebou sa merania uskutočnili aj vtedy, ak ich vykoname časovo ve

,
lmi tesne za sebou.
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Obrázok 5.1: Na obrázku je znázornená Blochova sféra, povrch jednotkovej gule. Pre ná-
zornos ,t je čas ,t povrchu transparentná, aby bolo možné nahliadnu ,t aj dovnútra, do priestoru
zmičešaných stavov. Červený bod znázorňuje vybraný čistý stav.

musíme zváži ,t, či sa jedná o čistý alebo zmiešaný stav, prípadne
,
dalšie naše a-priori vedomosti

a na základe toho rozhodnú ,t.
V tejto kapitole sa budem venova ,t existujúcim spôsobom odhadu jedno- a viac-qubitových

stavov, ako aj najvšeobecnejších operácií pôsobiacich na jeden qubit. Pritom posúdim dva
základné prípady. V prvom uvážim úplne pokrytie, avšak len konečným (nedostatočným)
počtom dát. V druhom budem uvažova ,t, že máme k dispozícii dostatočnú (nekonečnú) štatis-
tiku meraní, ale nemáme pokryté všetky zložky.

5.2 Maximum likelihood method

5.2.1 Popis metódy

Táto metóda, vo
,
lne preložená ako metóda maximálnej pravdepodobnosti, je vo svojej podstate

ve
,
lmi jednoduchá a univerzálna. Vynašiel ju v dvadsiatych rokoch minulého storočia R. Fisher

[30] a pracuje priamo s dátami - výsledkami experimentu a jej výsledkom je stav skúmaného
systému, ktorý s najväčšou pravdepodobnos ,tou zodpovedá nameraným dátam. Jej využitie
je podstatne širšie ako len na oblas ,t fyziky či klasickej vedy. Už z podstaty metódy vyplýva,
že s jedná o numerický proces a to je aj jeho hlavnou nevýhodou: vo všeobecnosti je ve

,
lmi

,tažké v reálnom čase nájs ,t výsledok a ešte ove
,
la náročnejšie je urči ,t mieru spo

,
lahlivosti tohoto

výsledku.
Základným vstupom do metódy je očakávaný výsledok s vhodne zvolanými vo

,
lnými para-
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metrami. V prípade qubitu je to napríklad čistý stav v tvare (5.2).
Označme tento najvšeobecnejší výsledok (v ktorom sme už prípadne implementovali pôvod-

né a-priori vedomosti) ako
Ω (αi) , (5.3)

kde αi sú vo
,
lné parametre. Označme

,
dalej každý výsledok jednotlivého (a-teho) merania ako

Va (5.4)

a reprezentujme ho (vo všeobecnosti) ako vektor reálnych čísel. Nech je pravdepodobnos ,t
namerania tohoto výsledku (v závislosti na parametroch αi) daná vz

,tahom

P [Ω (αi) , Va] . (5.5)

Zave
,
dme funkciu celkovej pravdepodobnosti získania nameranej sady dát

z =
Y
a

P [Ω (αi) , Va] . (5.6)

Jej hodnota je závislá ako na nameraných dátach, tak na odhadovanom stave a je funkciou
vstupných parametrov α.
Úlohou je špecifikova ,t vhodné parametre α, resp. nájs ,t pre nich vhodné podmienky, ktoré

ich pod
,
la možnosti jednoznačne určia. Celá myšlienka metódy spočíva v tom, že vyberá také

parametre, pre ktoré sa maximalizuje pravdepodobnos ,t získa ,t namerané dáta. Inak povedané,
najlepším odhadom je taký stav (5.3), ktorý s najväčšou pravdepodobnos ,tou zreprodukuje už
namerané dáta:

max
α
z. (5.7)

Z numerického h
,
ladiska však problém nie je z

,
daleka tak jednoducho realizovate

,
lný. Funk-

cia (5.6) obsahuje vysoké mocniny vstupných parametrov, preto je často vhodné použi ,t namiesto
nej log(z), kde sa násobenie zmení na sčítavanie položiek. Pri akýchko ,lvek komplikovanejších
systémoch však exponenciálne rastie počet parametrov stavu, rovnako tak musí rás ,t počet
nameraných hodnôt (aby získané odhadu mali použite

,
lnú výpovednú hodnotu). Maximali-

zácia sa tak komplikuje z dvoch strán naraz, jednak h
,
ladáme extrém cez ve

,
lké množstvo

parametrov a tiež sa nám komplikuje samotná funkcia. Praktickym riešením tak často býva
zakomonovanie mnohých (nie vžvy plne podložených) predpokladov o výsledku (rôzne syme-
trie a podobne), ktoré u

,
lahčujú h

,
ladanie, avšak skrývajú v sebe potenciálne nebezpečenstvo.

Čím menej máme vstupných dát a čím viac predpokladov na výsledok sme položili, tým
je väčšia šanca, že odhad výsledku bude katastrofálne zlý. Funkcia pravdepodobnosti by totiž
nadobudla svoje minimum v tej oblasti priestoru, ktorý sme parametricky nepovolili. Môže
sa sta ,t, že jej hodnoty v povolenom okolí už budú menšie ako hodnoty v úplne inej časti
povoleného priestoru, a tak aj pri korektnej maximalizácii nemusí výsledok vôbec zodpoveda ,t
realite.
Ďalšími možnými problémami sú nemožnos ,t vhodne parametrizova ,t výsledok (napr. len

za pomoci
,
dalších zložitých podmienok na parametre α, ktoré výrazne spomalia proces max-

imalizácie) a tiež nemožnos ,t priamo overi ,t spo
,
lahlivos ,t výsledku. Blǐzsie informácie o tejto

metóde, rovnako ako o jej použití priamo v kvantovej mechanike sa dajú nájs ,t v knihe [35].
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5.2.2 Odhad zmiešaného stavu jedného qubitu

Uvediem tu jeden jednoduchý príklad, ako sa dá vyššie spomínaná metóda použi ,t na odhad
stavu qubitu. Vhodná parametrizácia stavu je

ρ =
1

2

µ
1 + z x+ iy
x− iy 1− z

¶
(5.8)

s okrajovou podmienkou x2+y2+z2 ≤ 1. Merania budem prevádza ,t v troch rôznych smeroch
daných osami x, y a z a výsledky meraní budú nadobúda ,t hodnoty ±1 pod ,la toho, či je
výsledný spin v smere alebo proti smeru danej osi. Nech sme urobili 100 meraní v každom
smere priemerné hodnoty nám vyšli nasledovne:

x = 0.81

y = 0.63

z = −0.79. (5.9)

Jednoduchým postupom (bez použitia MLmetódy) by bolo dosadenie týchto výsledkov priamo
do stavu (5.8), avšak výsledný stav by nesṕlňal okrajovú podmienku, ke

,
dže norma vektora

(5.9) je 1.3. Tento fakt mohol ma ,t mnoho príčin, od príliš malej štatistiky cez chyby pri
experimente a meraní až po nesprávnu interpretáciu výsledkov. Ak však použijeme metódu
Maximum Likelihood, dokážeme nájs ,t fyzikálny stav, ktorý je v zmysle pravdepodobnosti
najblǐzší nameraným dátam. Takýto stav je charakterizovaný parametrami

x = 0.625

y = 0.486

z = −0.610 (5.10)

a je to čistý stav.

5.3 Odhad spinu pod ,l a jeho priemetov

Ako bolo spomenuté v úvode,
,
dalšou možnou otázkou pri odhadovaní kvantovomechanických

systémov je odhad spinu, ak nemáme k dispozícii všetky jeho zložky, resp. priemety do
dostatočného počtu osí. Tento problém je čisto kvantovomechanický a nesúvisí priamo s
potrebou štatistického prístupu.
Rovnako ako v prípade ML metódy, aj tu bola snaha definova ,t pod

,
la možnosti čo naj-

všeobecnejší spôsob, ako prechádza ,t od nameraných výsledkov k odhadom stavu. Základná
myšlienka, ktorá sa aplikuje v tomto prípade, je neprisudzova ,t systému žiadnu vlastnos ,t, ktorá
by nevyplývala z nameraných výsledkov. Inak povedané, ak nám namerané dáta povo

,
lujú

vybra ,t ako kandidátov viaceré výsledky, konečnou vo
,
lbou bude ten výsledok, ktorý v sebe

obsahuje najmenej informácie o stave. Toto sa dá docieli ,t požiadavkou na maximálnu entropiu
výsledku[31], čo je matematicky zapísate

,
lná a často aj analyticky riešite

,
lná záležitos ,t.

Druhou možnou úvahou je by ,t spravodlivý k všetkým mǒzným výsledkom. Inak povedané,
zo všeobecnej parametrizácie výsledkov vyberieme tie, ktoré zodpovedajú našim nameraným
dátam. Ke

,
dže neexistuje spôsob, ako vybra ,t jeden výsledkov z tejto podmnožiny alebo ako

označi ,t niektoré z nich za lepšie alebo horšie, jediný rozumný postup je zobra ,t za konečný
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výsledok neváhovaný priemer všetkých možných výsledkov. Toto je pochopite
,
lne možné len

v prípade, že na priestore výsledkov máme vhodnú mieru (ako je tomu na priestore stavov).
V

,
dalšom texte ukážem, že na priestore operácií takáto kánonická miera neexistuje a postup

tam nie je dobre použite
,
lný.

Predstavme si teda situáciu, že máme k dispozícii zmiešaný stav qubitu. Naše zariadenie
dokáže zmera ,t spin v smere osi z a x, nie však už v smere y. Všeobecnú maticu hustoty
nášho stavu bude predstavova ,t matica 2× 2 v tvare (5.8), pričom máme z výsledkov experi-
mentu zadefinované parametre x a z. Zostáva teraz odhadnú ,t, resp. urči ,t neznámu hodnotu
parametra y. Ak použijeme druhý postup, prepracujeme sa úvahou k výsledku vélmi rýchlo.
Fyzikálne prípustné sú všetky stavy, pre ktoré platí:

|y| ≤
√
x2 + z2. (5.11)

Ku každej možnej hodnote y teda zákonite prislúcha aj možná hodnota −y a priemer týchto
dvoch stavov definuje výsledok y = 0. Ke

,
dže všetky možné výsledky sa vyskytujú len v

takýchto pároch, aj konečný výsledok musí sṕlňa ,t podmienku

y = 0. (5.12)

Pre úplnos ,t však použijeme na výpočet aj prvý postup. Entropia stavu je definovaná v
kapitole 3 ako

−Sp (ρ log ρ) (5.13)

a jej derivácia pod
,
la neznámej y má hodnotu

i

2

µ
x− iy

(x+ iy)2
− x+ iy

(x− iy)2

¶
. (5.14)

Korene tejto rovnice sú tri, ale len jeden pre y = 0 je maximom.

5.4 Kvantové operácie

5.4.1 Definície

Kvantové operácie patria k základným zložkám kvantovej teórie spolu so stavmi a meracími
prístrojmi. Môžeme si ich predstavi ,t ako čierne skrinky, ktoré spracovávajú kvantové stavy.
Ke

,
dže ich problematike (na rozdiel od stavov) som sa v tejto práci zatia

,
l nevenoval, zadefi-

nujem tu niektoré základané vlastnosti, parametrizáciu a podobne.
Kvantová operácia, niekedy tiež nazývaná kvantový kanál, je fyzikálny objekt zobrazujúci

stav kvantovomechanického systému na iný (prípadne rovnaký) stav v tom istom priestore[40]:

ε(ρin) = ρout, ρin, ρout ∈ H, (5.15)

kde ε je operácia a H je Hilbertov priestor príslušných stavov, nad ktorým pracujeme. Každá
fyzikálna kvantová operácia musí sṕlňa ,t nieko

,
lko podmienok:

• Musí by ,t deterministická, teda z každého vstupu musí vygenerova ,t práve jeden výstup

• Musí by ,t lineárna, zachováva ,t princíp superpozície ε (αρ1 + βρ2) = αε (ρ1) + βε (ρ2)
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• Musí by ,t pozitívna, zobrazova ,t každý fyzikálny stav na fyzikálny stav

• Musí by ,t úplne pozitívna (tzv. CP podmienka), jej rozšírenie identickou operáciou na
,
lubovo

,
lný väčší Hilbertov priestor musí by ,t pozitívne a musi zachováva ,t jednotkovú

stopu výsledného stavu.

K týmto nutným podmienkam za často pridáva ešte
,
dalšia, ktorá vyžaduje, aby operá-

cia nemala pamä ,t, teda jej akcia na stave nebola závislá na tom, aké stavy spracovávala v
minulosti. Aj operácia s pamä ,tou sa však dá v každom jednom kroku poklada ,t za obyčajnú
kvantovú operáciu s tým, že sama zmení svoj stav následkom vlastnej akcie.
Matematicky sa dá takáto operácia na jednom qubite zadefinova ,t ako afinná transformácia.

Stav qubitu zapíšeme (s parametrami z (5.8)) vo forme vektora

ρ =

⎛⎜⎜⎝
1
x
y
z

⎞⎟⎟⎠ , (5.16)

pričom jednotka v prvom riadku zabezpečuje jednotkovú normu vektora. Operáciu ε potom
môžeme zapísa ,t vo forme

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 b3
c0 c1 c2 c3

⎞⎟⎟⎠ (5.17)

a jej akciu
ε(ρ) = ε.ρ. (5.18)

Zave
,
dme ešte označenie

Vi = (ai, bi, ci) . (5.19)

Ako je vidie ,t, do hry vstupuje až dvanás ,t parametrov, pričom sú viazané vysoko netriviál-
nymi podmienkami. Prvé dve z vyššie uvedených, rovnako ako požiadavka na konštantnos ,t
operácie, sú splnené automaticky. Pozivita (resp. podmienky na jej splnenie) sa ozremia, ak
si uvedomíme, ktoré parametre akým spôsobom transformujú vstupné stavy.
Prvý riadok matice zabezpečuje zachovanie jednotkovej normy výstupného stavu. Netriv-

iálna je preto len obd́lžniková matica 4×3 , ktorá v sebe obsahuje všetky potrebné údaje. Prvý
st́lpec matice (vektor s indexom nula) reprezentuje posun úplnej zmesi ρ = 1

2
I (operácie, ktoré

majú vektor V0 =
−→
0 , nazývame unitálne operácie). Ostatné tri vektory reprezentujú trans-

formáciu jednotlivých priemetov spinu a ich tri parametre sa dajú (po prepise do sférických
súradníc) interpretova ,t ako zmena d́ľzky príslušného priemetu a jeho všeobecná rotácia.
Ako je spomenuté vyššie, pozitivita operácie sa dá interpretova ,t ako požiadavka, aby

fyzikálne stavy zobrazovala na fyzikálne stavy. Pri geometrickom poh
,
lade požadujeme, aby

Blochova sféra vstupných stavov bola transformovaná na objekt, ktorý sa nachádza vo všeobec-
nosti vo vnútri tejto sféry (príklad je uvedený na obrázku (5.2)). Tu sa ukazuje výhoda použitej
parametrizácie, lebo jednoducho geometricky odhalíme požiadavky pre parametre matice. Pr-
vou je, že posun úplnej zmesi musí by ,t vrámci Blochovej sféry, teda

|V0| ≤ 1. (5.20)
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Obrázok 5.2: Ve
,
lká gu

,
la zobrazuje priestor všetkých možných vstupných stavov (Blochovu

sféru). Menší elypsoid vnútri podmnožinu stavov, ktoré su oborom hodnôt pozitívnej operácie.
Podmienkou pozitivity je, že výsledný obor nepresahuje okraje Blochovej sféry.

Podobne žiaden čistý stav2 nemôže prekroči ,t hranicu Blochovej sféry, preto musí plati ,t

∨P = (k, l,m), |P | = 1 |V0 + kV1 + lV2 +mV3| ≤ 1. (5.21)

Za istých okolností je vhodným postupom na overenie pozitivity tiež spočítanie vlastných
hodnôt výstupnej matice hustoty pre všeobecný vstupný stav a overenie, či sú všetky kladné.
Posledná požiadavka na operáciu, úplná pozitivita, je zároveň najkomplikovanejšia a naj-

horšie overite
,
lná. Teoreticky by totiž bolo potrebné vyrobi ,t všetky možné rozšírenia operácie

do väčších Hilbertových priestorov a overova ,t ich pozitivitu (čo by nebolo rovnako jednoduché
ako v prípade, ke

,
d je skúmaný len priestor jedného qubitu). Pre operáciu pôsobiacu na jeden

qubit však stačí urobi ,t rozšírenie identitou na dvojnásobne ve
,
lký Hilbertov priestor (teda na

operácie na dvoch qubitoch) a otestova ,t pôsobenie operácie na maximálne previazaný stav. Ak
je výstupný stav v poriadku (jeho matica hustoty má nezáporné vlastné hodnoty), testovaná
operácia sṕlňa podmienku uplnej pozitivity. Musí teda plati ,t pre

|Ψi = 1√
2
(|00i+ |11i) ,

Ω = I ⊗ ε,

že vlastné hodnoty výsledku Ω(|Ψi hΨ|) sú nezáporné. Tento fakt budem v ,
dalšej práci inten-

zívne využíva ,t.

5.4.2 Priama rekonštrukcia

Vrá ,tme sa teraz ale k pôvodnej téme tejto kapitoly, a tou sú odhady vlastností na základe
experimentálnych dát. Otázka znie: Ko

,
lko a akých dát potrebujeme na to, aby sme s ve

,
lkou

2Z dôvodu linearity budú tvori ,t okraje výstupného oboru operácie stavy, ktoré vznikli z čistých stavov na
vstupe.
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spo
,
lahlivos ,tou mohli niečo vyslovi ,t o jednoqubitovej operácii? Túto operáciu si môžeme

predstavi ,t ako čiernu skrinku, ktorá spracováva vstupné stavy. Našou úlohou je zisti ,t alebo
čo najlepšie odhadnú ,t, aké sú parametre tejto skrinky. Odpove

,
d je o niečo zložitejšia ako v

prípade stavov, nako
,
lko pri rekonštruovaní operácii vždy pracujem len s nepriamymi dátami.

Inak povedané, výsledky môjho experimentu sú vždy výsledky o stavoch (vstupných a
výstupných), nie o operáciách. Preto na úspešné zis ,tovanie parametrov rekonštrukcie musíme
zisti ,t potrebné dáta o stavoch, ktoré do operácie vchádzajú a tiež o stavoch, ktoré z nej
vychádzajú. Až korelácie medzi týmito dátami majú výpovednú hodnotu o samotnej operá-
cii3. Ke

,
dže však z praktického h

,
ladiska je rozumné predpoklada ,t plnú znalos ,t o vstupujúcich

stavoch (v experimentoch máme často lepšiu kontrolu pri príprave vstupných stavov ako pri
realizácii operácií), sústredíme sa na problém zis ,tovania parametrov operácie z výstupných
stavov za predpokladu úplnej znalosti o stavoch vstupných. Budeme tiež predpoklada ,t, že na
vstupe vieme produkova ,t vždy dostatočné množstvo stavov jedného typu (pri obmedzených
množstvách dát by sa použila ML metóda).
Otázku z úvodu sekcie preto môžeme spresni ,t: Ko

,
lko rôznych stavov musíme postupne

transformova ,t pomocou neznámej operácie a na jej konci mera ,t výsledok, aby sme o nej získali
úplnú informáciu? Dobrý odhad (a ako sa ukáže, dokonca aj presný výsledok) môžeme dosta ,t
z úvahy o počte parametrov.
O každom výstupnom stave môžeme v zásade zisti ,t tri reálne parametre (ak uvážime, že

nemusí by ,t čistý) - tri priemety spinu na rôzne osi. Ako je zrejmé z rovnice (5.17), operácia
je charakterizovaná dvanástimi parametrami, preto sa dá očakáva ,t, že na vstupe budeme
potrebova ,t minimálne štyri druhy stavov. Ke

,
dže uvažujeme s lineárnymi operáciami, lineárne

závislé vstupy nám neprinesú žiaden
,
další efekt, preto môžeme podmienku rozšíri ,t na štyri

druhy lineárne nezávislých stavov4.
Na druhej strane je jednoduché sa presvedči ,t, že vhodne zvolené štyri stavy plne postačujú.

Ak zoberieme na vstupe ako prvý stav úplnú zmes, na výstupe dostaneme stav charakteri-
zovaný vektorom V0. Ak potom postupne za vstup zvolíme čisté stavy so spinom v smere
osí x, y a z, dostaneme ako výsledky súčty vektorov V1 + V0,V2 + V0 a V3 + V0. Z toho sa
dajú už triviálne získa ,t všetky potrebné parametre. Naviac je zrejmé, že ak máme na vstupe
štyri lineárne nezávislé stavy, môžeme z nich lineárnou kombináciou vybra ,t práve štyri vyššie
uvedené.
Týmto postupom rekonštrukcie sme dosiahli splnenie všetkých podmienok kladených na

kvantovú operáciu okrem jedinej - nie je zaručené, že takto získaná oeprácia bude úplne
pozitívna. Príčiny môžu by ,t rôzne (rovnako ako pri problémoch s rekonštrukciami stavov)
a možnými riešeniami sa budem zaobera ,t v

,
dalšej časti práce.

3Predstavme si, že by sme mali k dispozícii len merania zo stavov z výstupu kvantovej operácie. Mohli by
sme síce v najlepšom prípade urči ,t (aj to len vtedy, ak by sme vedeli priradi ,t, ktoré výsledky patria rovnakým
vstupným stavom) výsledný obor operácie, avšak žiadne

,
dalšie informácie by sme o nej nevedeli získa ,t.

4Na prvý poh
,
lad sa zdá nejasné, akým spôsobom je možné získa ,t až štyri lineárne nezávislé stavy v

priestore jedného qubitu, ak sú naviac všetky tieto stavy charakterizované len troma reálnymi parametrami.
Dobrú ilustráciu poskytne parametrizácia zavedená v (5.16), kde môžem zvoli ,t tri lineárne nezávislé stavy
charakterizované parametrami x, y a z. Tieto tri stavy však nepokryjú celý priestor, lebo ich všeobecná
kombinácia nebude normovaná na jednotku. Ako štvrtý stav preto môžeme (napríklad) zvoli ,t stav úplnej
zmesi (x = y = z = 0).
Pochopite

,
lne, tieto štyri lineárne stavy sa nedajú vybra ,t tak, aby boli navzájom kolmé, to však ani nie je

vo všeobecnosti potrebné.
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5.4.3 Rekonštrukcia pomocou previazaných stavov

Úplne iný prístup k rekonštrukcii kvantovej operácie umožňuje využitie previazaných stavov.
Len jediný stav dvoch qubitov obsahuje až 15 vo

,
lných parametrov, čo je viac ako dos ,t na to,

aby sme určili všetky potrebné parametre operácie. A ako je ukázané v článkoch [35, 36, 37, 38],
aj samotný postup je relatívne jednoduchý.
Ak máme k dispozícii neznámu kvantovú operáciu, rozšírime ju na priestor dvoch qubitov

o identitu. To značí, že nová, dvojqubitová operácia bude na jednom qubite vykonáva ,t pôvod-
nú operáciu a na druhom nechá stav bez zmeny. Pripravený dvojčasticový previazaný stav
(teoreticky schéma funguje pre

,
lubovo

,
lný previazaný stav, ale najväčšiu presnos ,t dosahuje na

maximálne previazaných čistých stavoch) potom bude obsahova ,t všetky informácie potrebné
na rekonštrukciu jednoqubitovej operácie. Stačí úspešne rekonštruova ,t tento dvojčasticový
stav (čo však, z experimentálneho h

,
ladiska, môže by ,t podstatne väčší problém ako odhadnú ,t

aj ve
,
lké množstvo jednočasticových stavov, nako

,
lko tie nevyžadujú vykonáva ,t merania naraz

na dvoch qubitoch).
Ukážme teraz presný postup, ako z odhadnutého dvojčasticového stavu získame parametre

operácie. Zoberme vstupný, maximálne previazaný stav, ktorý má v σ-báze tvar:

P+ =
1

4
(1 ⊗ 1 + σx ⊗ σx − σy ⊗ σy + σz ⊗ σz) .

Výstupný stav dvoch qubitov, ktorý je výsledkom pôsobenia rozšírenej operácie označme

Ω = E ⊗ I[P+]. (5.22)

Tento výstupný stav sa dá jednoznačne zapísa ,t (znova použijeme rozklad do σ-bázy):

Ω =
1

4
(Ω0 ⊗ 1 + Ωx ⊗ σx + Ωy ⊗ σy + Ωz ⊗ σz) ,

kde

Ω0 = E [1 ] =
1

2
(1 +

−→
V0 · �σ) ;

Ωx = E [σx] =
1

2

−→
V1 · �σ ;

Ωy = −E [σy] = −
1

2

−→
V2 · �σ ;

Ωz = E [σz] =
1

2

−→
V3 · �σ .

Odhad výstupného stavu Ω nám preto dá presnú informáciu o operácii.
Ukážme teraz ešte, že na vyššie uvedený postup nie je nutné použi ,t maximálne previazaný

stav. Ke
,
dže každý dvojqubitový stav sa dá zapísa ,t vo forme

( =
1

4
(1 ⊗ 1 + xσx ⊗ σx + yσy ⊗ σy + zσz ⊗ σz) ,

výsledok po operáci bude

Ω =
1

4
(E [1 ]⊗ 1 + xE [σx]⊗ σx + yE [σy]⊗ σy + zE [σz]⊗ σz) .

Jediné, čo potrebujeme zaruči ,t pre úspešnú rekonštrukciu je, aby žiaden z koeficientov x,y a
z nebol nulový. A to platí práve v prípade (pre čisté vstupné stavy, ktorými sa zaoberáme),
ak je vstupný stav previazaný.
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Kapitola 6

Previazané grafy

V tejto kapitole sa budem venova ,t problému zdie
,
lania dvojčasticového previazania v mno-

hočasticových dvojhladinových systémoch - qubitoch. Z dôvodov popisovaných v predchádza-
júcich kapitolách sa obmedzím len na skúmanie dvojčasticových operátorov jednotlivých dvojíc
qubitov, ktoré vznikli po vylúčení zvyšku systému. Budem pracova ,t len s previazaním, nateraz
ma teda nebudú zaujíma ,t klasické korelácie a ani problémy spojené s mierami. Vzh

,
ladom na

komplikovanos ,t celého problému ho budem skúma ,t z dvoch poh
,
ladov. V prvom sa obmedzím

na skúmanie toho, či je istá dvojica kvantových bitov previazaná alebo nie, pričom sa nebu-
dem zaujíma ,t o silu (mieru) ich previazania. V druhom, zložitejšom prípade (ktorý bude v
,
dalšom texte referovaný ako Váhované grafy) sa vstúpi do problému aj miera previazania -
konkurencia ako vstupný parameter pre každú dvojicu qubitov.
Hlavným problémom, ktorý budem rieši ,t je otázka, či je možné ”na zákazku” zostroji ,t

stav, ktorý ma definované vlastnosti previazania. Je známe, že každý fyzikálny stav systému
je možné (teoreticky, v limite ve

,
lkého počtu stavov) pripravi ,t, preto stačí skúma ,t, či stav

teoreticky existuje. Pokia
,
l sa nezaujímam o samotnú silu previazania, redukuje sa otázka

na to, či môžem fyzikálne zostroji ,t stav (čistý alebo zmiešaný), ktorý má jednotlivé dvojice
qubitov (pod

,
la predchádzajúceho želania) previazané alebo separabilné. V tomto prípade

je grafov vždy konečný počet (aj ke
,
d tento rastie exponenciálne rýchlo s počtom qubitov;

presný počet rôznych grafov, ktoré nie sú vzájomne zviazané nejakou symetriou, je ve
,
lmi

,tažké všeobecne urči ,t), preto je možné v princípe rozdeli ,t všetky možné grafy do množiny
fyzikálne prípustných a neprípustných.
Ak však uvažujeme previazané grafy, pre N qubitov budú určené vždy N(N−1)

2
reálnymi

parametrami ohraničenými nulou a jednotkou (konkurencie, resp.
,
lubovo

,
lné iné miery previ-

azania každej dvojice qubitov). Stanovi ,t všeobecné hranice pre všetky vstupné parametre je
ve
,
lmi zložitá úloha, dokážem však urči ,t postačujúcu podmienku pre sadu parametrov, ktorá

zaručí existenciu požadovaného stavu.

6.1 Definícia

Každý fyzikálny stav N qubitov budem reprezentova ,t pomocou grafu so zachovaním nasledu-
júcich pravidiel

• Stavu systému s N qubitmi zodpovedá graf s N vrcholmi
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a) b) c)

Obrázok 6.1: Previazané grafy pre systém piatich qubitov. a) zodpovedá úplne separabilné-
mu stavu alebo stavu bez dvojčasticového previazania (GHZ stavy), b) zodpovedá stavu s
dvojčasticovým previazaním na všetkých dvojiciach a c) takzvanému hviezdicovému grafu, s
previazaním len medzi prvým a ostatnými qubitmi

• Jednotlivé vrcholy grafu môžu by ,t spojené hranami jedného druhu, ktoré sú neoriento-
vané a neváhované

• Vrcholy zodpovedajúce qubitom i a j sú spojené hranou vtedy a len vtedy, ak sú previa
zané, teda ak ich redukovaný operátor nie je separabilný

• Celkový počet hrán v grafe (zodpovedajúci celkovému počtu previazaných dvojíc qubitov
v systéme) označíme k

Je pochopite
,
lné, že pokia

,
l máme k dispozícii stav systému, jednoducho k nemu získame

graf. Začneme tým, že každému qubitu priradíme jeden fixovaný vrchol. Potom pre každú
dvojicu qubitov spočítame ich redukovaný operátor a z neho konkurenciu. V prípade, že
konkurencia je nenulová, spojíme vrcholy grafu zodpovedajúce qubitom hranou. Príklady
grafov pre rôzne stavy troch qubitov sú na obrázku (6.1).
Je tiež zrejmé, že graf v sebe ukrýva

,
daleko menšie množstvo informácií ako stav samot-

ný. Nie sú v ňom zakódované stavy jednotlivých qubitov, viacčasticové previazania ani sila
dvojčasticových kvantových korelácií. Preto neprekvapuje, ak jednotlivým grafom zodpovedá
ve
,
lké množstvo stavov, reprezentácia nie je a ani nemôže by ,t jednoznačná. Slúži totiž na

zjednodušenie poh
,
ladu a zmenšenie množstva parametrov charakterizujúcich stav, ktoré rastie

exponenciálne s množstvom qubitov.
Otázka zo začiatku kapitoly sa pri použití grafov zjednodušuje. Stačí sa pýta ,t, či existuje

pre každý možný graf fyzikálny stav. Pochopite
,
lne, odpove

,
d na túto otázku bude kompliko-

vanejšia. Počet možných grafov rastie rádovo exponenciálne s počtom qubitov (ak neuvažu-

jeme symetrie, ktoré počet grafov obmedzujú, prichádzame k vzorcu 2(
N
2)), preto začnem s

analýzou pre malý počet častíc.

6.2 Previazané grafy pre tri qubity

Najmenší netriviálny systém, ktorý sa oplatí skúma ,t, pozostáva z troch qubitov. Pre jediný
qubit totǐz nemá zmysel hovori ,t o previazaní a dva qubity bu

,
d previazané sú alebo nie sú a

obe možnosti majú jednoduché príklady (faktorizovaný a Bellov stav). Obrázok (6.2) ukazuje
štyri prípady, ktoré môžu pre previazané grafy troch častíc vzniknú ,t. Pre prvé tri prípady
nájdeme zodpovedajúci stav ve

,
lmi

,
lahko.
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a) b) c) d)

Obrázok 6.2: Previazané grafy pre tri qubity. Z
,
lava zodpovedajú napríklad úplne separované-

mu stavu, zlúčeniu Bellovho stavu a faktorizovaného tretieho qubitu. Ďalej W-stavu troch
qubitov a jedinému netriviálnemu stavu d).

• Pre stav a) je to napríklad úplne faktorizovaný stav |000i alebo GHZ stav 1√
2
(|000i+ |111i)

• Stav b) zodpovedá napríklad kombinácii Bellovho stavu a tretieho nezávislého qubitu
1√
2
(|00i+ |11i)⊗ |0i

• c) môže by ,t reprezentovaný W-stavom 1√
3
(|001i+ |010i+ |100i)

Jediná otázka zostáva pri švrtom grafe. Môže existova ,t stav, pri ktorom je jeden qubit
previazaný s

,
dalšími dvoma, ale tieto qubity už navzájom previazané nie sú? Intuitívne sú dve

možné odpovede rovnako dobré, pretože na jednej strane niet dôvodu, aby to nebolo možné,
ale na druhej si vieme predstavi ,t, že silné previazanie dvoch dvojíc implikuje previazanie aj
na tre ,tom páre.
V skutočnosti sú obe predstavy správne. Silné previazanie oboch párov naozaj bude im-

plikova ,t existenciu previazania aj medzi zvyšnými qubitmi (blǐzsia diskusia v závere práce),
avšak ke

,
dže v tomto prípade sa o silu nezaujímame, stav zodpovedajúci grafu d) vieme nájs ,t.

Jeden z mnohých príkladov je stav

|Φi = α|000i+ β|100i+ γ|110i+
p
1− α2 − β2 − γ2|111i. (6.1)

Konkurencia medzi prvými dvoma qubitmi je identicky nulová, zatia
,
l čo C13 a C23 bude pre

netriviálne zvolené parametre α, β, γ nenulová. Dokázali sme teda, že pre tri qubity existujú
stavy pre všetky štyri možné grafy.

6.2.1 Čisté a zmiešané stavy

Pri diskusii v predchádzajúcej sekcii sme implicitne pracovali priamo s čistými stavmi. Ako
sa ukáže neskôr, obtiažnos ,t problému h

,
ladania stavov pre definovaný graf je

,
daleko vyššia, ak

sa obmedzíme na čisté stavy oproti zmesiam. Tu sa pokúsim ukáza ,t, že vo všeobecnosti ak
nájdeme čistý stav, ktorý vyhovuje podmienkam grafu, existuje aj zmes, ktorá vyhovuje tej
istej podmienke.
V priestore všetkých stavov predstavujú čisté stavy extremálne body. Okrem iného z toho

vyplýva, že v každom okolí čistého stavu sa vyskytuje aspoň jeden (v skutočnosti nekonečne
ve
,
la) zmiešaných stavov. Konkurencia ako miera previazania je spojitá funkcia vlastných

hodnôt matice R, ktorá je zasa analyticky určená z matice redukovaného operátora (detaily
v kapitole o previazaní, rovnice (3.41) až (3.43)). Z definície konkurencie tiež vyplýva, že je

46



nulová aj vtedy, ak samotná funkcia definujúca konkureciu klesá pod nulu (v definícii sa vysky-
tuje orezanie záporných hodnôt, ktoré robí z pôvodne analytickej funkcie len spojitú). Preto
nie je problém vybra ,t z okolia nájdeného čistého stavu zmiešaný stav tak, aby bol dostatǒcne
blízko k pôvodnému stavu, aby sa charakteristiky previazania dané konkurenciou nezmenili.
Pojem dostatočne blízko je pritom vymedzený práve ve

,
lkos ,tou konkurencií v nájdenom stave.

6.3 Previazané grafy pre N qubitov

6.3.1 Zmiešané stavy

Problém existencie či neexistencie stavov v prípade, že požadujeme previazanie medzi defi-
novanými pármi qubitov už bol sčasti riešený v Dürovom článku [32]. Podstatný rozdiel v
našom prístupe je, že nepožadujeme len existenciu previazania na definovaných stavoch, ale
aj neprítomnos ,t kvantových korelácií na miestach, kde si to neželáme. Napriek tomu, pre
zmiešané stavy môžeme využi ,t Dürom navrhnutý stav a ukáza ,t, že vskutku sṕlňa aj naše,
silnejšie požiadavky.
Pre počet hrán v grafe existuje zrejmé ohraničenie

0 ≤ k ≤ N(N − 1)
2

. (6.2)

Definujme si množinu S s k prvkami. Prvky tejto množiny sú dvojice qubitov i < j, medzi
ktorými požadujeme existenciu previazania, teda

{i, j} ∈ S ⇐⇒ C(i, j) > 0 (6.3)

{i, j} /∈ S ⇐⇒ C(i, j) = 0.

Stav v tvare
|Ψiij = |Ψ+iij|0...0iij (6.4)

vykazuje previazanie len medzi qubitmi i a j, nikde inde nie, ak v rovnici (6.4) reprezen-
tuje stav |Ψ+iij = (|01i+ |10i) /

√
2 maximálne previazaný stav práve medzi požadovaným

párom qubitov. V
,
dalšom kroku urobíme štatistickú zmes všetkých takých stavov (6.4), ktoré

zodpovedajú požadovaným párom:

ρ =
1

k

X
{i,j}∈S

|ΨiijhΨ|ij. (6.5)

Matica vybraných dvoch qubitov i a j v prípade {i, j} ∈ S má tvar

ρij =

⎛⎜⎜⎝
a 0 0 0
0 b 1/2k 0
0 1/2k c 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (6.6)

a z nej vypočítame konkurenciu

Cij =
1

k
. (6.7)
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V opačnom prípade {i, j} /∈ S bude ma ,t matica hustoty tvar

ρij =

⎛⎜⎜⎝
a 0 0 0
0 b 0 0
0 0 c 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (6.8)

a konkurencia bude evidentne nulová (to je vidie ,t na prvý poh
,
lad už z toho, že čiastočná

transpozícia maticu nemení).
Na základe tejto analýzy môžeme tvrdi ,t, že stav v tvare (6.5) zodpovedá grafu definované-

mu počtom qubitov N a množinou previazaných párov S.

6.3.2 Čisté stavy

Napriek tomu, že v citovanom článku [32] boli navrhované spôsoby h
,
ladania reprezentácie

špecifických grafov pre čisté stavy, nesṕlňali podmienku neexistencie previazania tam, kde
hrana nie je zadaná. Jednalo sa skôr o maximalizáciu previazania na definovaných hranách
bez

,
dalších ved

,
lajších podmienok. Okrem toho, Dür sa zaoberal len špecifickými grafmi (alebo

v jeho terminológii molekulami) s vysokou symetriou.
My sme zvolili iný prístup k problému. Zoberme stav N qubitov (N > 4) v tvare

|Ψi = α|0..0i+ β|1..1i+
X
{i,j}∈S

γ√
k
|1ii|1ij|0...0iij (6.9)

s normalizačnou podmienkou |α|2+ |β|2+ |γ|2 = 1. V ,
dalšom sa pokúsim ukáza ,t, že tento stav

zodpovedá grafu definovanému množinou S pod
,
la rovnice (6.3). Na to je potrebné ukáza ,t dve

veci.
Najskôr ukážem, že v prípade {i, j} ∈ S je redukovaná matica qubitov i a j naozaj previa

zaná. Stav ρij sa dá vyjadri
,t v tvare:

ρij =

⎛⎜⎜⎜⎝
|α|2 + |γ|2 k−ni−nj+1

k
0 0 αγ∗√

k

0 |γ|2 ni−1
k

|γ|2 nij
k

0

0 |γ|2 nij
k

|γ|2 nj−1
k

0
α∗γ√
k

0 0 |β|2 + |γ|2
k

⎞⎟⎟⎟⎠ (6.10)

kde ni je počet hrán vychádzajúcich z i-teho vrcholu (počet qubitov, ktoré sú previazané s
i-tym qubitom) a nij je počet vrcholov, ktoré sú priamo hranami spojené s vrcholmi i aj j
(počet qubitov, ktoré sú previazané a i-tym aj j-tym qubitom). Pre tieto parametre platia
nasledujúce nerovnosti:

1 ≤ ni ≤ k;

0 ≤ nij <
k

2
;

2 ≤ ni + nj ≤ k + 1;

1 ≤ ninj ≤
(k + 1)2

4
. (6.11)
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Ich platnos ,t je
,
lahko odôvodnite

,
lná ak si uvedomíme, že počet hrán vychádzajúcich z daného

qubitu nie je väčší ako celkový počet hrán, na každý qubit priamo previazaný s i-tym aj j-tym
qubitom sa ”spotrebujú” dve hrany a maximum funkcie ninj pri použití tretej nerovnosti je

práve (k+1)2

4
.

Jedna z vlastných hodnôt čiastočne transponovaného (PPT) operátora (6.10) je

λ =
|γ|
2k

µ
|γ| (ni + nj − 2)−

q
4|α|2k + |γ|2(ni − nj)2

¶
. (6.12)

Aby sme ukázali, že stav ρij je naozaj previazaný, stačí ukáza
,t, že vlastná hodnota (6.12) je

záporná. V netriviálnom prípade |γ| > 0 (inak by sa nám stav (6.9) redukoval na GHZ stav)
stačí ukáza ,t, že:

|γ|2 (ni + nj − 2)2 < 4|α|2k + |γ|2(ni − nj)
2. (6.13)

S použitím nerovníc (6.11) sa redukuje podmienka (6.13) na

|γ|2 (ni + nj − 2)2 < |γ|2k2 ≤ 4|α|2k
4|α|2k ≤ 4|α|2k + |γ|2(ni − nj)

2. (6.14)

Postačujúca podmienka na to, aby bol operátor (6.10) previazaný je teda

|γ|2k ≤ 4|α|2 . (6.15)

V predchádzajúcej časti som ukázal, že navrhovaný stav má naozaj všetky páry qubitov,
ktorých previazanie vyžadujeme, skutočne previazané. Aby sa ale tento stav dal asociova ,t
s grafom určeným množinou S, musíme ešte ukáza ,t, že zvyšné páry previazané nie sú, teda
konkurencia ich redukovaných operátorov je nulová.
Redukovaný operátor hustoty pre qubity i a j; {i, j} /∈ S má tvar

ρij =

⎛⎜⎜⎝
|α|2 + |γ|2 k−ni−nj

k
0 0 0

0 |γ|2 ni
k

|γ|2 nij
k

0
0 |γ|2 nij

k
|γ|2 nj

k
0

0 0 0 |β|2

⎞⎟⎟⎠ , (6.16)

pričom platia nerovnosti

0 ≤ ni ≤ k;

0 ≤ nij ≤
k

2
;

0 ≤ ni + nj ≤ k;

0 ≤ ninj ≤
k2

4
. (6.17)

Nerovnosti sú ve
,
lmi podobné ako v predchádzajúcom prípade (6.11), jediný rozdiel je v tom,

že z vrcholov i a j nevychádzajú žiadne hrany.
Namiesto toho, aby som overil nezápornos ,t všetkých vlastných hodnôt čiastočne transpono-

vanej matice (6.16), spočítam priamo jej konkurenciu. Vlastné hodnoty operátora R defino-
vaného v rovnici (3.42) sú

λ1 = λ2 = |αβ|2 + |γ|2
k − ni − nj

k
; (6.18)

λ3,4 = |γ|4
µ
nij ±

√
ninj

k

¶2
; λ4 ≥ λ3.
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Vzh
,
ladom na definíciu konkurencie (3.43) stačí ukáza ,t, že λ1 ≥ λ4 (Ak sú totǐz dve najväčšie

vlastné hodnoty rovnaké, funkcia
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4 zaručene nebude kladná). Na to,

aby sme podmienku splnili, potrebujeme ma ,t

|αβ|2 + |γ|2k − ni − nj
k

≥ |γ|4
µ
nij +

√
ninj

k

¶2
. (6.19)

S použitím nerovností (6.17) sa táto podmienka redukuje na postačujúcu

|αβ|2 ≥ |γ|4 , (6.20)

ktorá zaručí, že stav (6.16) bude separabilný.
Pri porovnaní podmienok (6.15) a (6.20) je zrejmé, že nie je problém obe naraz splni ,t.

Stačí zvoli ,t len dostatočne ve
,
lké α v porovnaní s γ. Malá γ zasa na druhej strane vedie k

malej miere previazania (zjavne Cij → 0 ak γij → 0 pre každé i, j), preto je vhodné zvoli ,t
hranične ve

,
lké gamy. To je možné urobi ,t nezávisle od definície grafu; vtedy dostávame

α =
k√

k2 + 2k + 4
;

β =
2α

k
;

γ = α

r
2

k
. (6.21)

Po dosadení do stavu (6.9) dostaneme stav

|Ψi = k√
k2 + 2k + 4

|0..0i+ 2√
k2 + 2k + 4

|1..1i+
X
{i,j}∈S

√
2k√

k2 + 2k + 4
|1ii|1ij|0...0iij. (6.22)

Tento stav je reprezentovaný grafom, ktorý je definovaný počtom qubitov N a množinou
previazaných párov S.
Týmto som ukázal, že pre každý previazaný graf existuje čistý stav, ktorý je reprezentovaný

týmto grafom. Naviac, tento čistý stav je konštruovaný vždy len superpozícou maximálne N2

vektorov z Hilbertovho priestoru, ktorého rozmer je exponenciálne väčší (dim(H) = 2N+1−2).
Výber týchto vektorov je pritom nezávislý od definície grafu.

6.4 Váhované grafy

6.4.1 Definícia

Ako bolo spomenuté v úvode kapitoly, do definície váhovaných grafov už bude vstupova ,t celá
sada reálnych parametrov, určujúca miery previazania medzi jednotlivými dvojicami qubitov.
Zvyšná čas ,t definície previazaných grafov zostáva zachovaná:

• Stavu systému N qubitov zodpovedá grafu s N vrcholmi. Qubity sú rozlíšite
,
lné a oz-

načené, rovnako ako vrcholy, číslami 1 až N
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• Jednotlivé vrcholy grafu môžu by ,t spojené hranami jedného druhu, ktoré sú neoriento-
vané a váhované reálnym čislom medzi 0 a 1, označeným Cij pod

,
la qubitov, ktoré hrana

spája

• Graf je určený počtom vrcholov N a sadou parametrov Cij, i, j ∈ h1, Ni, kde
Konkurencia(ρij) = Cij = Cji a Cii = 0

Podobne ako v ostatných prípadoch, aj tu je ve
,
lmi jednoduché pod

,
la známeho stavu urči ,t

príslušný graf. Stačí spočíta ,t konkurencie všetkých dvojíc qubitov. Budeme preto rieši ,t len
opačnú problém: Ako na základe známych parametrov Cij urči

,t parametre stavu, prípadne
rozhodnú ,t, že daný stav neexistuje.

6.4.2 Príklady

V niektorých prípadoch sa dá ve
,
lmi rýchlo rozhodnú ,t, že zadané parametre grafu nemôžu

reprezentova ,t žiaden fyzikálny stav. Typickým príkladom pre túto situáciu je konfigurácia,
pri ktorej platí:

∃i,
X
j

C2
ij > 1.

Takýto stav by porušoval CKW nerovnosti [28] a preto nie je možná jeho fyzikálna realizácia1.
Druhým zaujímavým príkladom sú stavy, ktoré vykazujú vysokú mieru symetrie a z tohoto

dôvodu umožňujú presné analytické, alebo aspoň spo
,
lahlivé numerické riešenie. Koashi, Bužek

a Imoto vo svojej práci [34] rozoberali prípad, ke
,
d sú všetky qubity v systéme previazané do

rovnakej miery (tzv. previazaná sie ,t) a h
,
ladali maximum tejto miery (s použitím konkurencie).

Dokázali, že toto maximum je naplnite
,
lné a jedným z príkladov je W-stav (symetrický stav

obsahujúci práve jeden qubit v stave 1, definovaný v tretej kapitole) [34]

|W iN = |N − 1; 1i (6.23)

=
1√
N
(|0..01i+ |0..010i+ ...+ |10..0i) ,

Konkurencia medzi každou dvojicou qubitov je

Cweb =
2

N
,

čo je podstatne menej ako maximum implikované CKW nerovnos ,tami, teda

CCKW =
1√

N − 1
. (6.24)

1CKW nerovnosti pre počet qubitov väčší ako 3 nikdy neboli dokázané, preto sa uvádzajú len vo forme
tvrdenia. Všetky pokusy, vrátane numerických na rôznych počtoch qubitov (podobné pokusy boli súčas ,tou
mojej diplomovej práce) však pri snahe nájs ,t kontrapríklad zlyhali. V

,
dalšom preto budem vždy predpoklada ,t,

že uvedené nerovnosti platia.
Na druhej strane sa však našlo mnoho zaujímavých stavov, ale aj fyzikálnych procesov (napríklad proces

kvantovej homogenizácie), pri ktorých sú tieto nerovnosti saturované. Vo všeobecnosti majú tieto stavy a
procesy jednu spoločnú charakteristiku - sú v nich dominujúce dvojčasticové väzby, resp. interakcie v porovnaní
s viacčasticovými.
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Z toho vidíme, že splnenie uvedených nerovností je len nutnou podmienkou pre existenciu
stavu. Existujú však triedy konfigurácií, ktoré nerovnosti sṕlňajú, ale stav pre nich neexistuje.
Typickým príkladom je úplne symetrická konfigurácia s požadovanou konkurenciou na každej
dvojici Cweb < C < CCKW . Na druhej strane, požiadavka na úplne symetrický stav so
vzájomným previazaním menším ako povolené maximum (6.24) je

,
lahko splnite

,
lná stavom

|Ψiweb =
r

CN

2
|W iN +

r
1− CN

2
|0...0i. (6.25)

Výpočet konkurencie je v tomto prípade ve
,
lmi jednoduchý a vychádza očakávaná hodnota C.

Podstatne komplikovanejším príkladom (z iného poh
,
ladu však druhým najjednoduchším)

je konfigurácia, ke
,
d je jeden qubit výnimočný, avšak ostatné sú znova z poh

,
ladu previaza-

nia úplne rovnocenné (tzv. hviezdicový graf). Takýto systém je charakterizovaný dvoma
parametrami, konkurenciou medzi vybraným qubitom a

,
lubovo

,
lným zostávajúcim (Cmain) a

konkurenciou medzi ostatnými qubitmi navzájom (Cmutual). Podobný systém môže by
,t zaují-

mavý napríklad z poh
,
ladu kvantovej komunikácie v situáciách, kde je skupina rovnocenných

partnerov riadená jedným vedúcim, ktorý potrebuje maximalizova ,t svoje možnosti komuniká-
cie s podriadenými, ale z bezpečnostného h

,
ladiska aj zamedzi ,t ich vzájomnej komunikácii.

Pokia
,
l by sme mali v úmysle získa ,t navyššie možné previazanie medzi prvým a ostatnými

qubitmi, môžeme použi ,t stav

|Ψistar =
r
1

2
|1i|0...0i+

r
1

2
|0i|W iN−1. (6.26)

Aj tu sa jednoduchou kalkuláciou dá presvedči ,t, že konkurencia saturuje CKW nerovnosti,
teda

Cmain =
1√

N − 1
. (6.27)

Bohužia
,
l tým však umožňujeme aj komunikáciu medzi ostatnými čas ,tami navzájom, pretože

Cmutual =
1

N − 1 , (6.28)

takže v tomto prípade (napríklad z poh
,
ladu neváhovaných previazaných grafov) sa jedná skôr o

formu previazanej siete, než o typický hviezdicový graf. Položme si teda podmienku na nulové
previazanie medzi ostatnými qubitmi (teda Cmutual = 0) a preskúmajme možnosti v tomto
prípade. Dalo by sa očakáva ,t, že podmienka maximálnej konkurencie Cmain bude striktnejšia,
nako

,
lko sme obmedzili priestor možných stavov. Je tomu tak však iba čiastočne.
Uvážme stav

|Ψistar =
r
1

2
|0...0i+

r
1

2
α|1i|W iN−1 +

r
1− α

2
|1...1i, (6.29)

kde

α ≤
(N − 1)

¡√
N2 − 4N + 5− 1

¢
(N − 2)2

= αmax < 1. (6.30)

Určenie parametra αmax zaručuje, že previazanie medzi ostatnými qubitmi bude rovné nule.
Konkurencia (pre α = αmax) je analyticky spočítate

,
lná, jedná sa však o ve

,
lmi komplikovaný

52



a rozsiahly vzorec. Ke
,
dže však očakávame, že by svojom formou mohla pripomína ,t hranicu

(6.27), môžeme ju rozvi ,t do Taylorovho radu práve v tejto premennej a dostávame

Cmain =
1√

N − 1

µ
1− 1

4(N − 1)2 −
1

4(N − 1)3 + ...

¶
. (6.31)

Ako je vidie ,t, pre ve
,
lké N je hranica možnej konkurencie ve

,
lmi blízka maximálnej hodnote

danej CKW nerovnos ,tami. Rozdiel sa stiera už aj pri nízkom počte qubitov, ke
,
d pre N = 4

je Cmax ∼= 0.577 dosiahnute
,
lná konkurencia Cmain

∼= 0.555.
Pokia

,
l by sme požadovali z rôznych dôvodov konkurenciu medzi prvým a ostatnými qubit-

mi menšiu ako (6.31), je možné to dosiahnu ,t vhodnou vo
,
lbou parametra α. Analyticky nie je

možné explicitne vyjadri ,t funkciu α(C), avšak numericky pre dané C je vždy možné α spočí-
ta ,t. Jedinou neznámou preto ostáva oblas ,t parametrov Cmain < C ≤ Cmax, ktorá je zaujímavá
hlavne pre menšie hodnoty N . Príklad N = 3 ukazuje, že Cmax nie je tesné ohraničenie, nedá
sa však dokáza ,t ani fakt, že by ním bol nami odvodený limit.

6.4.3 Všeobecné riešenie

Ako som spomenul vyššie, CKW nerovnosti definujú všeobecnú hranicu pre maximálne pre-
viazanie v stavoch mnohých qubitov. Na druhej strane som však na príkladoch ukázal, že tieto
nerovnosti nie sú tesné a tvoria len nutnú podmienku existencie danej konfigurácie. Pre lepšie
pochopenie a porozumenie problematiky by sa dalo pokračova ,t rovnakým smerom, akým išli
autori [28] a pokúša ,t sa nájs ,t komplikovanejšie a presnejšie ohraničenia pre neexistenciu istých
čistých či zmiešaných stavov.
Ja som sa rozhodol pokračova ,t z druhého konca. Dosia

,
l totǐz neboli (okrem špecifick-

ých príkladov uvedených vyššie, prípadne potrebných na implementáciu známych protokolov)
zadefinované všeobecné podmienky podobné CKW, ktoré by garantovali existenciu stavu pre
danú konfiguráciu, ak táto sṕlňa definované podmienky. Ako sa ukázalo, problém definície
tohoto typu nerovností je o čosi zložitejší ako v prípade CKW. Vo všeobecnom prípade je len
postačujúcou podmienkou a vyžaduje relatívne komplikovaný dôkaz (na druhej strane je ve

,
lmi

dôležité, že tieto podmienky sú, na rozdiel od CKW, dokázané).
Zoberme stav

|Ψi = α|Ai+
X
{i,j}

γij|Biji, (6.32)

kde

|Biji ≡ (|11..0i..0j ..1i+ |00..1i..1j..0i) ;
|Ai ≡ (|00...0i+ |11...1i) .

Reálne pozitívne parametre α a γij sṕlňajú podmienku normovania

2α2 + 2
X
{i,j}

γ2ij = 1. (6.33)

Sumy v rovniciach (6.32) a (6.33) bežia cez všetky páry i < j, i, j ∈ N (alebo ekvivalentne
cez všetky páry i, j ∈ N s obmedzením γij = 0 pre j ≤ i). Značná permutačná symetria tohto
vstupného stavu nám dovolí spočíta ,t explicitne konkurenciu (čo je vo všeobecnosti nemožné,
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nako
,
lko v definícii konkurencie sa nachádza maximum, ktoré znemožňuje analytické vyjadrenie

hodnoty), ktorá vychádza

Cij = max

(
2

Ã
2αγij −

X
k

γ2ki −
X
k

γ2kj

!
, 0

)
, (6.34)

za podmienky
α ≥ 2γmax

√
N − 2 , (6.35)

kde γmax = maxi,j(γij). Detaily výpočtu sú uvedené v Dodatku A.
Možnos ,t vyjadri ,t konkurenciu ako funkciu parametrov stavu γij s jedinou a jednoduchou

podmienkou (6.35) nám umožnila pokračova ,t v riešení problému analyticky. Sada N(N−1)
2

nelineárnych rovníc (6.34) spája parametre stavu γij (parameter α je jednoznačne definovaný
podmienkou romovania) a konkurencie dvojíc qubitov. Aj tu sa ukazuje výhodnos ,t vo

,
lby

stavu vo forme (6.32), ke
,
d počet vo

,
lných parametrov aj ich indexácia je rovnaká ako počet

vstupných parametrov. V zásade jediné, čo teraz potrebujeme, je preto obráti ,t dané rovnice
a vyjadri ,t γij ako funkciu Cij.
To však nie je z matematického h

,
ladiska vôbec jednoduchá úloha. Sada rovníc je vysoko

previazaná (na výpočet jednej konkurencie potrebujeme približne 2N gám a podobné by to
bolo aj pri obrátení rovníc), gamy sú ohraničené ako parametre stavu a sledovanie neanalytickej
okrajovej podmienky by bolo ve

,
lmi náročné. Naviac je z fyzikálneho h

,
ladiska evidentné, že nie

pre každú sadu Cij (typicky napríklad pre sadu porušujúcu CKW nerovnosti) bude existova ,t
vhodná sada γij.
V

,
dalšom sa preto pre všeobecný prípad obmedzím len na otázku existencie riešenia a

ukážem postup, ako numericky toto riešenie nájs ,t. Za týmto účelom si však budem musie ,t
postavi ,t podmienku, obmedzujúcu vstupné konfigurácie a zjavne silnejšiu ako CKW. Naj-
jednoduchšou vo

,
lbou je ohraniči ,t z vrchu všetky možné konkurencie v systéme konštantou

závislou len na počte qubitov N , teda

Cij ≤ Cmax, (6.36)

kde pre Cmax je dolný odhad 1
4N
. Teraz už môžem vyslovi ,t tvrdenie, že

Teorém Pre kǎzdú konfiguráciu sṕľnajúcu podmienku (6.36) existuje stav vo forme (6.32),
kde všetky páry qubitov majú pǒzadované dvoǰcasticové previazanie.
Naznačím tu iteračný algoritmus pre nájdenie parametrov γij, ktorého presný popis (spolu s

dôkazom konvergencie, rovnako ako presným odvodením konštanty Cmax je uvedený v Dodatku
A). Začnime so stavom (6.32) zodpovedajúcim konfigurácii

Cij = Cmax

pre všetky i, j. Vtedy je jednoduché (z dôvodu úplne symetrie systému) spočíta ,t príslušné γij,
ktoré tiež nie je závislé od indexov. V

,
dalšom budeme postupne, krok po kroku meni ,t para-

metre stavu a nastavova ,t ho na želané konkurencie. Po každom kroku (v ktorom nastavujeme
špecifickú dvojicu Cij) bude plati

,t, že

• Hodnota konkurencie mezi qubitmi i a j je presne taká, akú požadujeme

• Všetky ostatné konkurencie sú väčšie alebo rovné ako pred posledným krokom
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• Parameter γij je menší ako pred posledným krokom

• Všetky ostatné parametre γ sú menšie alebo rovné ako pred posledným krokom

• Iteračný limit (všetky parametre γ rovné nule) zodpovedá nulovej konkurencii. Ke ,dže
sa k požadovanej konfigurácii vždy blížime (z poh

,
ladu konkurencií) zhora, musíme v

priebehu iterácie (pri konečnom počte krokov s konečnou presnos ,tou) nájs ,t h
,
ladaný

stav.

Existencia h
,
ladaného stavu je dokázaná v Dodatku A pomocou existencie limity iterá-

cie. Urobili sme však aj numerické pokusy, ktoré ukázali, že postup ve
,
lmi rýchlo konverguje.

Pri náhodne zvolenej konfigurácii vyhovujúcej podmienke (6.36) už po nieko
,
lkých desiatkach

krokov (pod jedným krokom rozumiem postupnú zmenu všetkých parametrov γij) bola dosi-
ahnutá absolútna presnos ,t v Cij lepšia ako 10−6 na najhoršej dvojici.
Súčas ,tou práce na previazaných grafoch bol aj návrh ich efektívnej prípravy s použitím

kvantových logických sietí. Dokázali sme, že stav v navrhovanej forme je možné zostroji ,t v
exponenciálne kratšom čase ako všeobecný stav za použitia len konštantného množstva po-
mocných qubitov (tri). Tejto problematike sa však v práci nebudem

,
dalej venova ,t, motiváciu,

popis aj výsledky je možné nájs ,t (rovnako ako vyššie uvedené fakty) v článku [6].
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Kapitola 7

Korelované grafy

V predchádzajúcej kapitole som sa venoval zdie
,
laniu previazania, kvantových korelácií v sys-

témoch mnohých qubitov. V nasledujúcich riadkoch rozšírim skúmaný problém aj na klasické
korelácie. Ukážem, že rovnako ako pre previazané grafy, pre každý korelovaný graf existuje
zmiešaný stav, ktorý je reprezentovaný týmto grafom. Skutočnos ,t sa ale mení pri čistých
stavoch, kde dokážem, že existuje kategória grafov (grafy z takzvanou otvorenou hranou), pre
ktoré neexistujú žiadne čisté stavy.

7.1 Definície

Uvažujme všeobecný stav ρ systému S pozostávajúceho z N qubitov. Rovnako ako v pred-
chádzajúcom prípade, matice hustoty dvojíc častíc sú definované ako

ρij = TrS\{i,j} (ρ) , (7.1)

kde S\{i, j} je označenie celého systému s výnimkou qubitov i a j. Pre previazané grafy stačilo,
ak sme operátory (7.1) rozdelili do dvoch kategórií. Operátory, ktoré sṕlňali podmienku

ρij =
X
n

ζni ⊗ ξnj (7.2)

sme nazvali separabilné a všetky ostatné neseparabilné, previazané. Pre definíciu korelovaných
grafov rozdelíme skupinu operátorov sṕlňajúcich podmienku (7.2) na dve skupiny. Ak suma
obsahuje aspoň dva členy (n > 1), nazveme dvojčasticový operátor klasicky korelovaný, v
opačnom prípade bude nekorelovaný (faktorizovaný), sṕlňajúci tiež podmienku

ρij = ρi ⊗ ρj, (7.3)

kde
ρi = TrS\{i} (ρ) (7.4)

a S\{i} označuje celý systém okrem i-teho qubitu.
S takto definovanými skupinami dvojčasticových operátorov môžeme zavies ,t koncept ko-

relovaných grafov (nieko
,
lko príkladov korelovaných grafov pre štyri qubity je na obrázku (7.1))

• Systém N qubitov je reprezentovaný grafom s N vrcholmi;
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Obrázok 7.1: Príklady korelovaných grafov pre štyri qubity. Plná čiara označuje previazanie,
čiarkovaná čiara klasickú koreláciu. Pokia

,
l qubity nie sú spojené žiadnou hranou (na rozdiel

od previazaných grafov) to znamená, že ich stav je faktorizovaný a nevykazuje ani klasickú
koreláciu

• Vrcholy v grafe môžu by ,t spojené dvoma druhmi hrán;

• Hrana previazania (plná čiara) označuje kvantovú koreláciu medzi prislúchajúcimi qubit-
mi;

• Korelačná hrana (čiarkovaná čiara) označuje klasickú (a len klasickú) koreláciu medzi
prislúchajúcimi qubitmi;

• Žiadna hrana medzi qubitmi vyjadruje fakt, že ich stav je plne faktorizovaný, nevykazuje
žiadnu koreláciu (7.3).

Už z definície grafu je jasné, že pokia
,
l máme k dispozícii stav systému (či už čistý alebo

zmiešaný), dokážeme k nemu skonštruova ,t graf. Stačí, ak skonštruujeme všetky dvojčasticové
operátory prislúchajúce jednotlivým dvojiciam qubitov a otestujeme, do ktorej skupiny (previa
zané, klasicky korelované, faktorizované) patria. Ove

,
la zaujímavejšia je otázka, či dokážeme

platnos ,t tohoto tvrdenia otoči ,t: či ku každému danému grafu dokážeme skonštruova ,t stav
(čistý alebo zmiešaný), ktorý by sṕlňal podmienky dané grafom. Inak povedané, otázka znie,
či (nezávisle na sile) môže previazanie alebo klasická korelácia medzi niektorými dvojica-
mi v systéme implikova ,t klasickú koreláciu (že nemôže implikova ,t previazanie som ukázal v
prechádzajúcej kapitole) medzi inými dvojicami qubitov.
Graf samotný bude vždy zadaný počtom vrcholov N a dvoma množinami neusporiadaných

dvojíc vrcholov {i, j}. V prvá množina SE budú všetky také dvojice vrcholov, ktoré zod-
povedajú previazaným dvojiciam qubitov; {i, j} ∈ SE ⇔ {i, j} sú previazané. V druhej
množine SC budú korelované dvojice; {i, j} ∈ SC ⇔ {i, j} sú korelované. Každá dvojica
qubitov, ktorých zodpovedajúce vrcholy sṕlňajú {i, j} /∈ SC je v nekorelovanom, faktorizo-
vanom stave. Je pochopite

,
lné, že SE ⊂ SC, teda každý previazaný pár je aj korelovaný (pozri

kapitolu o klasických koreláciách v kvantovej fyzike). Môžeme teda definova ,t podmnožinu
SC, množinu klasicky (a len kasicky) korelovaných párov SCC = SC\SE. Pre jednoduchos ,t
v
,
dalšom označovaní definujem tiež vektor −→m (d́ľzky N), ktorého komponenty mi označujú
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počet vrcholov {i, j} /∈ SC s fixným i, teda vrcholov, ktoré nie sú spojené žiadnou hranou
s i-tym vrcholom (počet qubitov, ktoré sú nekorelované s i-tym qubitom). Označím celkový
počet nekorelovaných dvojíc ako M = 1

2

PN
i=1mi. Nerovnice

0 ≤ mi ≤ N − 1 ;

0 ≤ M ≤ N(N − 1)
2

(7.5)

vyjadrujú základné vlastnosti systému, že počet nekorelovaných qubitov je obmedzený ich
celkovým počtomN−1 a celkový počet nekorelovaných dvojíc zasa celkovým možným počtom
hrán N(N − 1)/2.

7.2 Zmiešané stavy

H
,
ladanie zmiešaných stavov k zadanému grafu je často o čosi jednoduchšie ako čistých (disku-
siu pozri v predchádzajúcich kapitolách). Aj v tomto prípade je tomu tak. Ukážem, že existuje
univerzálny tvar zmiešaného stavu, ktorý sa dá na základe parametrov grafu SE a SC upravi ,t
tak, aby sṕlňal požiadavky na previazanie a korelácie kladené grafom. Tým ukážem, že pre
každý korelovaný graf existuje stav, ktorý je reprezentovaný týmto grafom.
Teorém Zmiešaný stav N qubitov daný rovnicou

ρ =
1

2 (N − 1)2
{
∙
N2 − 3N +

1

2
M + 2

¸
|0...0ih0...0| (7.6)

+
NX
i=1

∙
(N − 1)− 1

2
mi

¸
|0...01i0...0ih0...01i0...0|

+
X

{i,j}∈SE
|0...01i0...0ih0...01j0...0|

+
X

{i,j}∈SE
|0...01j0...0ih0...01i0...0|

+
X

{i,j}/∈SC

1

2
|0...01i0...01j0...0ih0...01i0...01j0...0|}

je reprezentovaný grafom s pǒctom vrcholov N , daným mnǒzinami SE a SC.
Najskôr je potrebné ukáza ,t, že stav (7.6) je vôbec fyzikálnym stavom. Normovanie overíme

jednoducho,
,
dalej by sa dalo ukáza ,t, že všetky vlastné hodnoty matice sú kladné. Jednoduchšie

je ale uvedomi ,t si, že stav ρ vznikol ako konvexná kombinácia stavov |0...0...0i, |0...01i0...0i,
|0...01i0...01j0...0i a 1√

2
(|0...01i0...0i+ |0...01j0...0i), pričom konvexnos ,t zaručuje fakt, že∙

(N − 1)− 1
2
mi

¸
≥

X
j,{i,j}∈SE

1,

teda že počet korelovaných párov je vždy väčší, nanajvýš rovný počtu previazaných párov.
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V
,
dalšom najskôr ukážem, že pre každú dvojicu qubitov, ak {i, j} ∈ SE, je ich stav

previazaný.V tomto prípade má redukovaný operátor získaný z matice (7.6) tvar

ρEij =
1

2 (N − 1)2

⎛⎜⎜⎝
2N2 − 6N + 4 0 0 0

0 N − 1 1 0
0 1 N − 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (7.7)

Vzh
,
ladom na ve

,
lmi jednoduchý tvar matice (7.7) je možné bez problémov spočíta ,t konkuren-

ciu, pričom výsledok

C =
1

(N − 1)2
> 0 (7.8)

zaručuje, že všetky dvojice qubitov {i, j} ∈ SE budú previazané.
Pre každú dvojicu {i, j} ∈ SCC = SC\SE požadujeme, aby qubity i a j boli korelované,

ale nie previazané. Zodpovedajúci operátor hustoty má tvar

ρCij =
1

2 (N − 1)2

⎛⎜⎜⎝
2N2 − 6N + 4 0 0 0

0 N − 1 0 0
0 0 N − 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (7.9)

Na prvý poh
,
lad je zrejmé, že matica je diagonálna a čiastočná transpozícia (PPT) maticu

nechá v pôvodnom tvare, nezmenia sa teda ani jej vlastné hodnoty. Tie sú zjavne nezáporné,
preto je stav (7.9) separabilný, nevykazuje žiadne kvantové korelácie.
Na určenie prítomnosti klasických korelácií potrebujem najskôr spočíta ,t operátory jed-

notlivých qubitov ρi a ρj (7.4) a overi
,t platnos ,t (lepšie povedané neplatnos ,t) rovnice (7.3).

Operátory majú tvar:

ρi = ρj =
1

2 (N − 1)2
µ
2N2 − 5N + 3 0

0 N − 1

¶
. (7.10)

a ich tenzorový súčin

ρi ⊗ ρj =
1

2 (N − 1)2

⎛⎜⎜⎝
2N2 − 6N + 9

2
0 0 0

0 N − 3
2

0 0
0 0 N − 3

2
0

0 0 0 1
2

⎞⎟⎟⎠ . (7.11)

Je zjavné, že ρi ⊗ ρj 6= ρCij a qubity v stave (7.9) sú korelované, ale nie previazané.
Zostáva už len overi ,t, že všetky zvyšné páry {i, j} /∈ SC sú vo faktorizovanom stave, teda

sṕlňajú podmienku (7.3). Ich redukovaný operátor získaný pod
,
la (7.1) ρS má presne tvar

(7.11), čo znamená, že ρSij = ρi ⊗ ρj a podmienka je splnená.
Týmto sme ukázali, že stav (7.6) reprezentuje grafy dané množinami SE a SC, teda pre

každý graf daný týmito množinami je možné nájs ,t zmiešaný stav. Okrem toho, stav (7.6)
vykazuje aj

,
dalšie zaujímavé vlastnosti. Ke

,
dže všetky redukované operátory ρE ( {i, j} ∈ SE)

sú rovnaké, aj sila previazania tých qubitov, ktoré previazané by ,t majú, je rovnaká. Okrem
toho, z rovnice (7.10) je zrejmé, že všetky jednočasticové operátory sú rovnaké, a to nezávisle
na tom, či, ko

,
lko a prípadne akých hrán vychádza z niektorého qubitu. Jeho jednočasticvý

59



stav je daný len a len počtom častíc v systéme N . Z bezpečnostného h
,
ladiska to je zaujímavé

preto, že ak máme k dispozícii len jednu jedinú časticu, nedokážeme zisti ,t nič o celkovom
stave systému, ani keby sme ju mali v mnohých kópiách. Na druhej strane, z dvojčasticových
operátorov dokážeme (znova, pri dostatočnom počte kópií) zisti ,t všetky parametre grafu. To
pochopite

,
lne neznamená, že dokážeme úplne zrekonštruova ,t samotný fyzikálny stav. Každému

grafu zodpovedá ve
,
lké množstvo týchto stavov a a pomocou informácií o dvojčasticových

koreláciách dokážeme len zatriedi ,t neznámy stav do triedy, zodpovedajúcej práve jednému
grafu.

7.3 Čisté stavy

Analýza existencie či neexistencie čistých stavov pre jednotlivé korelované grafy je ve
,
lmi

náročná. Stavy, kde sú špecifické dvojice qubitov faktorizované sa h
,
ladajú len ve

,
lmi ,tažko.

Jedným z dôvodov je, že (na rozdiel od previazania), ak je špecifický stav faktorizovaný, pre
jeho okolie to už vo všeobecnosti neplatí. Inak povedané, v Hilbertovom priestore, na ktorom
pracujeme, tvoria stavy so špecifickými dvojicami qubitov faktorizovanými (aj lokálne) pod
množiny nǐzších dimenzií (intuitívne sa to dá predstavi ,t tak, že z

,
lubovo

,
lného faktorizovaného

stavu vždy existuje smer, v ktorom ak sa pohneme
,
lubovo

,
lne malý krok, objavia sa klasické

korelácie). Naviac, numerické Monte-Carlo simulácie sú vhodné v prípade, ak potrebujeme
dokáza ,t, že nejaký stav existuje (skôr alebo neskôr sa zvyčajne pri dobre zvolených para-
metroch objaví). Ak ale potrebujeme ukáza ,t, že stav neexistuje, musíme to urobi ,t analyticky
alebo systematickým numerickým preh

,
ladaním priestoru, čo pri väčšom počte qubitov nie je

možné.
Na začiatku preto podrobne rozoberiem problém korelovaných grafov pre tri qubity. Ukážem,

pre ktoré grafy existujú čisté stavy, pre ktoré nie a prečo. V
,
dalšej časti ukážem existenciu

(prípadne neexistenciu) stavov pre niektoré triedy grafov.

7.3.1 Trojčasticové grafy

V prípade troch častíc existuje desa ,t rôznych korelovaných grafov, ktoré sú prezentované na
obrázku 7.2. Pre šes ,t z desiatich grafov dokážeme bez problémov nájs ,t príklady stavov:

a) → |000i ;

b) → 1√
2
|0i(|00i+ |11i) ;

g) → 1√
3
(|001i+ |010i+ |100i) ;

h) → 1

2
(|000i+ |100i+ |110i+ |111i) ;

i) → 1√
3
(|000i+ |011i+ |111i) ;

j) → 1√
2
(|000i+ |111i).

Zvyšné štyri grafy nemajú reprezentáciu na priestore čistých stavov troch qubitov. Nie je ob-
tiažne tento fakt dokáza ,t explicitne, odvolám sa tu ale na nǐzšie dokázané všeobecné tvrdenie,
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a) b) c) d)

e) f) g) h)

I) j)

Obrázok 7.2: Desa ,t korelovaných grafov pre tri qubity. Plná čiara znázorňuje previazanie,
zatia

,
l čo čiarkovaná len klasickú koreláciu. Vrcholy, ktoré nie sú spojené žiadnou hranou

reprezentujú faktorizovanú dvojicu qubitov.

že neexistjú stavy pre žiadne grafy s otvorenými hranami (hranami, ktoré nie sú súčas ,tou ani
jedného cyklu)1.

7.3.2 Viacčasticové grafy

So zvyšujúcim sa počtom častíc narastá počet grafov typicky ako exp(N2) a už pre N = 4
ich je viac ako 100. Zjavne je preto nutné h

,
ladanie stavov zosystematizova ,t. Rozdelím všetky

grafy na dve základné triedy:

• Nespojité grafy: V tejto kategórii budú grafy, v ktorých môžem vrcholy rozdeli ,t na dve
skupiny (pričom každý vrchol patrí do práve jednej skupiny) a žiadna dvojica vrcholov
z rôznych skupín nebude spojená ani hranou previazania, ani korelačnou hranou.

• Spojité grafy: V týchto grafov sú každé dva vrcholy spojené bu ,d priamo, alebo prostred-
níctvom

,
dalších vrcholov nejakou hranou (pri tomto delení nerozlišujem typy hrán).

Uvážme najskôr kategóriu nespojitých grafov. Pre ve
,
lké N bude podiel týchto grafov na

celkovom počte klesa ,t, ale je jednoduché rozhodnú ,t o tom, či pre ne existuje alebo neexistuje
čistý stav. Stačí, ak využijem existujúce rozdelenie vrcholov (a teda aj qubitov) na (aspoň)
dve časti a označím tieto časti ako podsystémy A a B. Ke

,
dže tieto dva podsystémy systému

S nesmú by ,t korelované, musí plati ,t

ρS = ρA ⊗ ρB,

1Jedinou výnimkou je graf typu b), teda ak máme izolovanú hranu reprezentujúcu previazanie. Vzh
,
ladom

na to, že v takomto prípade môžeme dva previazané qubity od systému oddeli ,t (lebo ich stav je faktorizovaný
vzh

,
ladom na zvyšok systému), v

,
dalšom sa nebudem týmto prípadom zaobera ,t.
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Obrázok 7.3: Príklady nespojitých grafov pre pä ,t qubitov. V prvom riadku sú tri príklady
grafov, ktoré nemajú reprezentanta medzi čistými stavmi (vždy tomu bráni otvorená hrana),
v druhom riadku sú tri príklady existujúcich stavov.

kde ρS je matica hustoty celého systému a ρA a ρB sú matice hustoty príslušných podsystémov.
Predpokladáme však, že systém S je v čistom stave a teda musí zároveň aj plati ,t

|ΨiS = |ψiA ⊗ |ψiB . (7.12)

Môžem preto vyslovi ,t tvrdenie, že stav |ΨiS existuje vtedy a len vtedy, ak existujú stavy
|ψiA a |ψiB. Preto platí, že pre nespojitý graf existuje čistý stav, ktorý je reprezentovaný
týmto grafom vtedy a len vtedy, ak existuje čistý stav pre obe nespojené časti grafu. Rov-
nakým spôsobom by som mohol postupova ,t v delení

,
dalej, až kým by všetky podsystémy

neboli reprezentované spojitými grafmi. Rozhodovanie o triede nespojitých grafov sa teda
zredukovalo na rozhodovanie o spojitých grafoch s menším počtom vrcholov.
Na obrázku (7.3) je nieko

,
lko príkladov nespojitých grafov, pre ktoré neexistujú (prvý

riadok) a existujú (druhý riadok) čisté stavy.
Pre spojité grafy som nebol schopný nájs ,t jednoznačné kritérium, ktoré by určovalo, či

existuje pre ten-ktorý graf čistý stav, alebo nie. Viem však, že určite neexistuje čistý stav
pre všetky grafy (ako už bolo ukázané v prípade troch qubitov). Ak totǐz v grafe (N > 2)
existuje otvorená hrana (hrana, ktorá nie je súčas ,tou žiadneho cyklu), teda existuje v ňom
vrchol, ktorý je spojený so zvyškom systému len jedinou hranou, neexistuje čistý stav, ktorý
by bol reprezentovaný týmto grafom.
Označím si qubit, ktorý je spojený so zvyškom systému len jedinou hranou, ako prvý

qubit. Qubit, ktorý je na druhom konci otvorenej hrany (qubit sprostredkovávajúci spojenie
so zvyškom systému) označím ako druhý qubit. Zvyšok systému budem označova ,t jednoducho
ako zvyšok. Presná štruktúra zvyšku nebude v tomto prípade zaujímavá, jediné čo je podstatné
je, že zvyšok je spojený aspoň jednou hranou s druhým qubitom (inak by sa nejednalo o spojitý
graf). Označenie je schématicky znázornené na obrázku (7.4).
Požadujem, aby bol prvý qubit previazaný, alebo aspoň klasicky korelovaný s druhým

qubitom. Musí by ,t teda v zmiešanom stave a jeho operátor môžem zapísa ,t v tvare

ρ1 = a |ψi hψ|+ (1− a)
¯̄
ψ⊥
® ­

ψ⊥
¯̄
, (7.13)
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Zvyšok

Obrázok 7.4: Schématické znázornenie usporiadania grafu s otvorenou hranou a označenie
jednotlivých jeho častí.

kde 0 < a < 1 a stavy |ψi a |ψ⊥i sú navzájom kolmé, teda hψ|ψ⊥i = 0.
Čas ,t systému označená ako zvyšok musí by ,t rovnako v zmiešanom stave, ke

,
dže požadujem

jej koreláciu s druhým qubitom. Operátor zvyšku ρrest sa tak dá zapísa
,t v tvare

ρrest = A |Ψi hΨ|+ (1−A)ρ⊥Ψ , (7.14)

kde 0 < A < 1 a ρ⊥Ψ je operátor hustoty N − 2 qubitov kolmý na |Ψi, teda hΨ|ρ⊥Ψ|Ψi = 0.
Vyžadujem, aby prvý qubit nebol korelovaný so zvyškom systému, musí teda pre celkový
operátor bez druhého qubitu ρ1⊕rest plati

,t, že je len tenzorovým súčinom jednotlivých operá-
torov:

ρ1⊕rest = ρ1 ⊗ ρrest .

Na druhej strane požadujem, aby celkový stav systémuN qubitov bol čistý stav |Ξi1⊕2⊕rest.
V istom zmysle preto budem robi ,t purifikáciu2 zvyšku systému spolu s prvým qubitom len
pomocou druhého qubitu. Musí pritom plati ,t ρ1 = Tr2,rest(|ΞihΞ|), ρrest = Tr2,1(|ΞihΞ|) a
ρ1⊕rest = Tr2(|ΞihΞ|). Toto však evidentne nie je možné. Aj ke

,
d by som predpokladal, že

matica ρ⊥Ψ v rovnici (7.14) je projektor (ρ
⊥
Ψ = |Ψ⊥ihΨ⊥|), dostal by som pre stav systému bez

druhého qubitu operátor:

ρ1⊕rest = ρ1 ⊗ ρrest (7.15)

= aA |ψΨihψΨ|+ a(1−A)
¯̄
ψΨ⊥ihψΨ⊥

¯̄
+(1− a)A

¯̄
ψ⊥Ψihψ⊥Ψ

¯̄
+(1− a)(1−A)

¯̄
ψ⊥Ψ⊥ihψ⊥Ψ⊥

¯̄
.

Na purifikáciu takéhoto stavu potrebujem systém minimálne so štyrmi stupňami vo
,
lnosti [33],

mám však k dispozícii len qubit dva, systém s dvoma stupňami vo
,
lnosti. Týmto som dokázal,

že pre žiaden spojitý graf s otvorenou hranou a aspoň troma vrcholmi nemôže existova ,t čistý
stav.

2Pod purifikáciou rozumieme rozšírenie podsystému, ktorý sa nachádza v zmiešanom stave o
,
další podsys-

tém tak, aby sa celý systém nachádzal už v čistom stave. Minimálna ve
,
lkos ,t nového podsystému vo všeobecnos-

ti závisí od stavu pôvodného systému a je ohraničená nulou (ak bol pôvodný stav čistý) a ve
,
lkos ,tou pôvodného

systému (ak je napríklad v úplnej zmesi).
Platí však, že minimálny rozmer nového podsystému je daný Schmidtovým číslom, ktoré určuje minimálny

počet kolmých vektorov použitých pri rozpise matice hustoty do tvaru ρ =
P

ai |ψii hψi| (pričom hψi|ψji = δij).
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7.3.3 Ďalšie typy grafov

Previazané siete
Problém je relatívne jednoduchý v prípade, ak je každá dvojica vrcholov spojená nejakou
hranou, teda žiadna dvojica nie je vo faktorizovanom stave. Tu môžem použi ,t stav z pred-
chádzajúcej kapitoly o previazaných grafoch v tvare

|Ξi = α|0..0i+ β|1..1i (7.16)

+
X

{i,j}∈SE

γ√
k
|1ii|1ij|0...0iS\{i,j}

s normalizačnou podmienkou |α|2+ |β|2+ |γ|2 = 1 a α, β, γ > 0. Čistý stav (7.16) je reprezen-
tovaný grafom, v ktorom sú všetky dvojice z SE previazané a všetky ostatné dvojice klasicky
korelované.
Štyri qubity

Ak vylúčim také grafy, o ktorých sa dá na základe už uvedených kritérií rozhodnú ,t, zostane
pre štyri častice priblǐzne dvadsa ,t zvyšných grafov (zväčša grafy typu ”štvorec”, teda grafy s
uzavretým kruhom a chýbajúcimi koreláciami na jednej alebo oboch uhlopriečkach). Pomocou
Monte-Carlo simulácií sa mi podarilo nájs ,t pre každý takýto graf čistý stav. Otázka existencie
či neexistencie čistých stavov sa tak presúva na pä ,t a viac qubitov.
Pokračovanie v numerických výpočtoch je všakmimoriadne náročné, a to z rôznych dôvodov.

Jednak, ako som spomínal vyššie, počet grafov rastie ve
,
lmi rýchlo. Naviac rastie exponen-

ciálne aj rozmer Hilbertovho priestoru a tým výpočtová náročnos ,t pre každý jednotlivý graf.
Najdôležitejší problém ale je, že ”faktorizovanos ,t” jednotlivých dvojíc nie je možné nájs ,t nu-
mericky, je nutné ju vloži ,t ako podmienku preh

,
ladávania priamo do parametrov programu,

čo nie je vždy jednoznačne možné (napríklad pri grafe tvaru ”kruh” pre pä ,t častíc by bolo
potrebné vloži ,t pä ,t explicitných podmienok pri zachovaní dostatočnej vo

,
lnosti na preh

,
ladá-

vanie priestoru).

7.3.4 Ďalšie možnosti postupu

Ako som spomenul vyššie, prípad čistých stavov v sebe skrýva mnohé zaujímavé otázky.
Odpove

,
d aj na tú najjednoduchšiu (ktoré korelované grafy majú fyzikálnu realizáciu) sa h

,
ladá

pre väčší počet častíc len ve
,
lmi ,tažko. Pritom je základom na

,
dalšie skúmanie problému.

Ve
,
lmi zaujímavé by bolo rozšíri ,t skúmanie aj na váhované korelované grafy. Z princi-

piálneho hladiska s tým nie je problém, môžeme si zvoli ,t vhodnú mieru klasickej korelácie,
charakterizova ,t každú hranu dvoma parametrami (miera korelácie a previazania) a skúma ,t
takto vzniknuté grafy.
Aby však toto skúmanie nebolo samoúčelné, je rozumné si sformulova ,t niektoré požiadavky

na mieru klasickej korelácie. Aby sa dali obe miery akýmsi spôsobom porovnáva ,t, ohraničím
obe nulou a jedničkou (pre žiadnu a maximálnu koreláciu, resp. previazanie). Ke

,
dže na čistom

stave dvoch qubitov neexistujú iné ako kvantové korelácie (čistý stav dvoch klasických bitov
žiadne korelácie vykazova ,t nemôže), budem tiež požadova ,t, aby v takomto prípade vykazovali
obe miery rovnaké hodnoty.
Ak pridám

,
dalšiu, tiež dobre pochopite

,
lnú požiadavku, aby miera klasickej korelácie

na
,
lubovo

,
lnom systéme dvoch qubitov nadubúdala minimálne hodnotu miery previazania,

dostanem sa do komplikovanej situácie, nako
,
lko žiadna z existujúcich mier (ani ich jednoduché
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kombinácie či násobky) všetky vyššie uvedené požiadavky nesṕlňa. Bolo by treto ve
,
lmi za-

ujímavé definova ,t takú mieru, ktorá by tieto požiadavky splnila a skúma ,t jej vlastnosti v
porovnaní s existujúcimi mierami.
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Kapitola 8

Rekonštrukcie jednoqubitových
kvantových operácií

V piatej kapitole som rozobral možnosti odhadu kvantových stavov pri dostatku aj nedostatku
potrebných informácií. Uviedol som tiež spôsoby odhadu kvantových operácií v prípade, ak
máme k dispozícii všetky potrebné údaje. V tejto časti práce sa budem zaobera ,t rekonštruk-
ciou kvantových operácií pri nedostatku potrebných informácií. V prvej sekcii sa budem veno-
va ,t prípadu, ak je štatistika dostatočná, ale obor vstupných stavov je príliš malý, teda nemáme
vôbec pokryté niektoré zložky operácie. V druhej časti sa budem venova ,t ve

,
lmi praktické-

mu problému, ke
,
d máme k dispozícii priamo výsledky merania vo forme tzv. "klikov" (teda

binárnych výsledkov merania priemetu spinu) a chceme z nich zrekonštruova ,t našu operáciu
s použitím Maximum Likelyhood (ML) metódy. Na záver tiež uvediem možnosti využitia
tejto metódy pri h

,
ladaní najblǐzšej fyzikálnej operácie k nefyzikálnym (nie úplne pozitívnym,

nelineárnym at
,
d.) operáciám.

8.1 Neúplné rekonštrukcie

Každá rekonštrukcia musí by ,t čo najkonzervatívnejšia; nesmieme rekonštruovanému objektu
pripisova ,t žiadne vlastnosti, ktoré priamo nevyplývajú z nameraných dát [41]. Pri rekonštrukcii
operácií z neúplných dát budeme ma ,t tento princíp neustále na pamäti. Pokúsme sa teda
navrhnú ,t spôsob, ako odhadnú ,t kvantovú operáciu v prípade, ak máme k dispozícii dosta-
točnú štatistiku, ale len obmedzený rozsah vstupných stavov (tri, dva, jeden, alebo dokonca
žiaden).
Práve posledne menovaná situácia skrýva k

,
lúč k celému problému. Máme vyriešenú situá-

cie, ke
,
d máme všetky potrebné dáta. Ak preto navrhneme riešenie situácie pri absolútnom

nedostatku dát, všetky ostatné problémy sa budú da ,t vyrieši ,t akousi formou extrapolácie.
Základná otázka teda znie: Aký má by ,t náš odhad operácie, ak nemáme o nej žiadne infor-
mácie? Ak nám niekto dodal čiernu skrinku, tvrdí (a my mu veríme), že to je jednoqubitová
fyzikálna operácia bez pamäte, čo o tej skrinke vieme poveda ,t?
Prvá myšlienka bola využi ,t rovnaký postup, ako sa používa pri stavoch - navrhnú ,t teda

ako výsledok tú operáciu, ktorá je neváhovaným priemerom všetkých prípustných operácií - v
prípade úplného nedostatku meraní priemerom všetkých fyzikálnych operácií. Tento priemer
by sa však jednak ve

,
lmi ,tažko rátal (podmienka úplnej pozitivity je značne komplikovaná),
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hlavne však nemáme takú význačnú1 mieru, cez ktorú by sme mohli priemer robi ,t. Topológia
samotného priestoru operácií je značne komplikovaná: napríklad extremálnymi bodmi nie sú
len unitárne operácie (ako by sa dalo predpoklada ,t z analógie so stavmi, ale aj

,
dalšie operácie.

Preto budeme musie ,t nájs ,t iný postup, ako vyrieši ,t problém definovaný v úvode kapitoly.
Vychádzajúc z vyššie uvedeného princípu, nesmieme tejto operácii prisúdi ,t žiadnu vlast-

nos ,t, ktorú jej nevieme dokáza ,t z meraní. A ke
,
dže žiadne merania nemáme, nesmieme jej

teda prisudzova ,t žiadnu konkrétnu vlastnos ,t. Z dôvodov symetrie môžeme predpoklada ,t, že
vhodná operácia by mala ma ,t obor hodnôt na stavovom priestore ohraničený gu

,
lou s daným

polomerom. Ke
,
dže niet dôvodu vybra ,t konkrétny polomer, ostávajú na výber dva extrémne

polomery - maximálny (reprezentujúci unitárne operácie) a nulový (reprezentujúci kontrak-
ciu do úplnej zmesi). Lubovo

,
lná unitárna operácia je však extremálnym bodom na priestore

všetkých operácií, nemôže by ,t teda výsledkom žiadnej formy priemerovania cez operácie. To-
to by bolo v evidentnom rozpore s pôvodnou myšlienkou získa ,t túto operáciu ako priemer
všetkých možných operácií (inak povedané, nevieme priemer urobi ,t, ale vieme poveda ,t, ktoré
výsledky sú určite neakceptovate

,
lné). Jediné možné riešenie preto zostáva kontrakcia všetkých

možných stavov do úplnej zmesi (teda zrušenie všetkej informácie, ktorú stav ma)l a uniformná
produkcia zmesi I/2 (detaily v článku [41]). Matematicky vieme teda našu operáciu zapísa ,t
ako

ε0 : ( 7→
1

2
I. (8.1)

Ďalší postup je už ve
,
lmi jednoduchý. Pokia

,
l nám to dané dáta umožňujú, budeme sa

snaži ,t "posúva ,t" každý možný stav do úplnej zmesi. Pokia
,
l by to bolo v rozpore s dátami,

urobíme takú zmenu operácie na príslušnom stave (z vybraných štyroch bázových stavov, na
ktorých budeme rekonštrukciu prevádza ,t), aby sme ju čo najmenej upravili. Budeme sa teda
snaži ,t minimalizova ,t vzdialenos ,t (na priestore stavov, táto je dobre definovaná) výstupného
stavu pre daný vstupný stav od úplnej zmesi. No v prípade, ak nám dáta neumožnujú ani
len mapovanie úplnej zmesi na úplnú zmes (teda operácia, napriek našej snahe, nemôže by ,t
unitálna ε[1

2
I] 6= 1

2
I), budeme sa snaži ,t ostatné bázové stavy posúva ,t čo najbližšie k miestu,

kam je posunutá úplná zmes, teda ε[(] = ε[1
2
I].

Inak povedané, budeme postupne robi ,t nasledujúce kroky:

1. Odhadneme tie parametre matice, o ktorých máme informácie z dát

2. Ak nemáme úplné informácie o ε[1
2
I], budeme sa snaži ,t operáciu odhadnú ,t tak, aby sme

minimalizovali D(ε[1
2
I], 1

2
I) za zachovania úplnej pozitivity operácie

3. Odhadneme ostatné parametre tak, aby sme minimalizovali D(ε[(j], εmin[12I]) pre všetky
stavy ρ, pre ktoré nevyplýva transformácia z dát, znova za podmienku zachovania úplnej
pozitivity operácie.

V
,
dalšej časti budeme analyzova ,t jednotlivé príklady pre rôzne počty vstupných stavov.

Budeme pritom predpoklada ,t, že vstupné dáta sú korektné, teda umožňujú nájs ,t aspoň jednu
fyzikálnu operáciu, ktorá dáva namerané výsledky (nepredpokladáme teda, že by chyby v
experimente mohli spôsobi ,t to, že dáta sú nefyzikálne).

1Pod pojmom význačná tu rozumiem unikátnu mieru. Na priestore operácií je pochopite
,
lne možné zavies ,t

mieru, ktorá sṕlňa všetky rozumné požiadavky. Problémom je, že takýchto mier je možné zavies ,t viacej a nedá
sa rozhodnú ,t, ktorú z nich použi ,t pre

,
další postup.
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8.1.1 Žiaden vstupný stav

Tu je situácia úplne jednoduchá, odhadovaná matica má tvar kontrakcie do úplnej zmesi

ε0 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

8.1.2 Jeden vstupný stav

Rozdelíme tento prípad na tri základné možnosti. Bu
,
d máme k dispozícii ako vstup úplnú

zmes, alebo čistý stav, alebo zmiešaný stav.
Ak máme k dispozícii úplnú zmes, máme informáciu o transformácii

1

2
I → 1

2
(I + �r0 · �σ). (8.2)

Potom náš odhad operácie bude jednoznačne určený

ε[(x] = ε[(y] = ε[(z] = ε[
1

2
I] = 1

2
(I + �r 0 · �σ)

a triviálne úplne pozitívny (kontrakcia na konkrétny stav je vždy úplne pozitívna).
Ak máme informáciu o transformácii čistého stavu |ψiz (predpokladáme vstupný stav v

smere osi z, čo je vždy možné vhodnou vo
,
lbou osi; predpokladáme tiež takú vo

,
lbu osí na

výstupe, aby výstupný stav bol v smere osi z0, teda pracujeme s tzv. adaptabilnou bázou
definovanou až na základe vstupných a výstupných stavov):

Pz = |ψizhψ| =
1

2
(I + σz)→

1

2
(I + �r 0 ·−→σ ) = 1

2
(I + r0σ0z) , (8.3)

kde r0 = |�r 0|. Môžeme predpoklada ,t, že mapa ε is unitálna, ke
,
dže D(ε[Pz],

1
2
I) = r0 ≤ 1 =

D(1
2
I, Pz). Náš odhad je teda ε[(x] = ε[(y] = ε[1

2
I] = 1

2
I , to znamená, že obor hodnôt

na stavovom priestore je úsečka centrovaná v strede Blochovej sféry s d́ľzkou r0. Operácia je
triviálne úplne pozitívna (znova, všetky operácie, ktorých obor hodnôt je úsečka, sú úplne
pozitívne).
Na záver rozdiskutujme najzložitejší prípad, ke

,
d máme k dispozícii jediný zmiešaný stav,

pričom stále pracujeme v adaptabilnej báze:

( =
1

2
(I + rSz)→ (0 =

1

2
(I + r0S0z) .

V tomto prípade najskôr musíme zisti ,t, či je (respektíve môže by ,t) skúmaná operácia unitálna
alebo nie. Z geometrického h

,
ladiska je jasné, že unitálnos ,t môže by ,t zachovaná práve vtedy,

ak je výsledný stav nie
,
dalej od úplnej zmesi ako vstupný stav. Tieto vzdialenosti sú

D((,
1

2
I) = r ; D((0,

1

2
I) = r0 ,

takže unitarita bude závisie ,t od znamienka ∆ = r − r0. Ak ∆ ≥ 0 (( je posúvaná bližšie
k stredu gule), potom je transformácia unitálna, ak je však ∆ < 0 operácia musí hýba ,t
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aj úplnou zmesou. V zmysle našej stratégie teraz ale požadujeme, aby bol tento posun čo
najmenší. Je logické, že smer musí by ,t rovnaký, ako je smer vektora výsledného stavu (teda
v našej, adaptabilnej báze v smere osi z), otázna je len jeho ve

,
lkos ,t.

Z požiadavky pozitivity vieme, že stav

A =
1

r
ε[(] + (1− 1

r
)ε[
1

2
I] (8.4)

musí by ,t pozitívny, teda musí plati ,t A = 1
2
(I + κS0z) pre κ ≤ 1. Porovnaním týchto dvoch

vyjadrení pre A dostaneme

ε[
1

2
I] = 1

2

µ
I + r0 − κr

1− r
S0z

¶
.

Vzdialenos ,t D(ε[1
2
I], 1

2
I) = |(r0 − κr)/(1− r)| je najmenšia pre κ = 1 (za podmienky κ ≤ 1),

preto naša rekonštruovaná operácia bude

(→ (0 ;

(x, (y,
1

2
I → ε[

1

2
I] = 1

2

µ
I + r0 − r

1− r
S0z

¶
.

Zobrazenie

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

r0−r
1−r 0 0 1− r0−r

1−r

⎞⎟⎟⎠ (8.5)

sṕlňa podmienku úplnej pozitivity, čo sa dá jedoducho overi ,t jeho rozšírením (o identitu) na
dva qubity a apliáciou na maximálne previazaný stav.
Prípad r0 ≤ r (∆ ≥ 0), ako už bolo spomenuté vyššie, je jednoduchší. Môžeme predpok-

lada ,t, ze rekonštruovaná operácia je unitálna a urobi ,t odhad

(→ (0

(x, (y,
1

2
I → ε[

1

2
I] = 1

2
I

a z toho vyplývajúcu maticu

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r0/r

⎞⎟⎟⎠ . (8.6)

Rovnako ako predošlé, aj táto matica je triviálne úplne pozitívna. Uvediem len pre doplnenie,
že v prípade dotyku podmienok r0 = r nadobúda matica (8.5) tvar matice (8.6).Môžem preto
zapísa ,t všeobecný výsledok

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

max{ r0−r
1−r , 0} 0 0 min{ r0

r
, 1}−max{ r0−r

1−r , 0}

⎞⎟⎟⎠ .
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Poznámka: Adaptabilná báza
Ako bolo spomenuté v texte, naša rekonštrukčná schéma nepracuje vo fixnej báze, ale

bázové vektory sa prispôsobujú vstupnému a výstupnému stavu. Matica ε je teda určená až
na unitárnu transformáciu spájajúcu dve bázy na vstupe a na výstupe. V prípade len jedného
vstupného stavu ale nemáme dostatok informácií ani na to, aby sme spo

,
lahlivo určili tieto

rotácie. Na vstupe to však nie je podstatné, osi x a y sa môžu zvoli ,t
,
lubovo

,
lne, nako

,
lko s

nimi nikde nepracujeme. Na výstupe je tiež rotácia týchto osí nepodstatná, pretože výsledky
sú produkované len na úsečke v smere osi z, rotácia okolo tejto osi preto nemá na konečnú
akciu operácie vplyv.
V

,
dalších častiach, ak máme k dispozícii aspoň dva vstupné stavy (a nie je jeden z nich

úplná zmes), získame dostatok informácií na úplné určenie potrebných rotácií a tým pádom
aj jednoznačné určenie báz.

Príklady

1. Identita
Predpokladajme, že naša testovacia operácia je identita. Vieme to o nej, ale budeme sa
postupne v rôznych príkladoch pozera ,t, ako naša schéma zrekonštruuje túto operáciu, ktorá
je v istom zmysle najviac vzdialená ná́smu prvotnému odhadu - kontrakcii do úplnej zmesi.
Táto operácia teda bude pôsobi ,t pod

,
la pravidla (→ (, teda r0 = r. Náš odhad bude

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , (8.7)

čo zodpovedá transformácii Blochovej sféry na úsečku spájajúcu dva póly. V tomto prípade
je adaptabilná báza rovnaká ako štandardná.
2. Unitárna transformácia
Tento príklad v zásade zodpovedá predchádzajúcemu, jediným rozdielom je potreba urči ,t

adaptabilné bázy. Transformácia sa dá zapísa ,t ako

( =
1

2
(I + σz)→ (0 = U(U 0 =

1

2
(I + σ0z) .

V adaptabilnej báze bude vyzera ,t operácia rovnako ako v predchádzajúcom príklade (8.7). Po
prepísaní do bežnej báze na výstupe (definícia bázy na vstupe tak, aby vstupujúci vektor bol
v zmere osi z, je bežnou definíciou osí a iným vstupným stavom sa preto nebudem zaobera ,t)
sa však zmení na

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 x0

0 0 0 y0

0 0 0 z0

⎞⎟⎟⎠ . (8.8)

3. Kontrakcia na čistý stav
Predpokladajme teda, že akýsi vstupný stav je transformovaný našou operáciou na čistý

stav Pψ:
(→ Pψ .
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Obrázok 8.1: Na obrázku je znázornená úplná rekonštrukcia testovacej operácie pod
,
la rovnice

(8.9). Mriežka na elipsoide i na sfére znázorňuje rotáciu výsledku oproti vstupu.

Predpokladajme tiež, že vstupný stav ( nie je čistý. V tom prípade je naša mapa maximálne
neunitálna neunitálna (úplná zmes je transformovaná na čistý stav) a náš odhad je kontrakcia
všetkých stavov do stavu Pψ

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Znamená to, že jediným stavom sme úplne určili transformáciu a žiadne
,
dalšie výsledky na

tejto skutočnosti už nič nemôžu zmeni ,t.
Iná je situácia, ak je vstupny stav ρ čistý. Potom je výsledkom rovnica (8.8). V tomto

prípade je Blochova sféra transformovaná na úsečku spájajúcu stred a povrchy Blochovej sféry.
4. Náhodný výber
V tomto, poslednom príklade rozoberiem situáciu pre náhodne vybratú operáciu

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0.5 0.2 −0.1 0.1
0 0.2 0 −0.3
0 0 0.3 0.3

⎞⎟⎟⎠ . (8.9)

Pôsobenie tejto operácie je znázornené na obrázku 8.1, kde sféra korešponduje množine všetkých
vstupných stavov (celý Hilbertov priestor) a elipsoid reprezentuje množinu všetkých výstup-
ných stavov operácie.
Predpokladajme tiež, že z experimentu máme informácie o transformácii stavu ( = 1

2
(I +

0.6σx). Výsledok po aplikovaní (8.9) bude

( =
1

2
(I + 0.6σx)→ (0 =

1

2
(I + 0.62σx + 0.12σy) .
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Obrázok 8.2: Transformácia Blochovej sféry pod vplyvom zrekonštruovanej operácie ε1 danej
rovnicou (8.10). Povrch gule je transformovaný do úsečky.

Z nasledujúcej nerovnosti je zjavné , že operácia je silne neunitálna a úplná zmes musí by ,t
posunutá

r0 =
√
0.622 + 0.122 >

√
0.62 = r.

Geometrická príčina je, že stav (0 leží
,
dalej od úplnej zmesi ako stav vstupný (.

V adaptabilne báze má náš stav tvar

εad =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0.079 0.921 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
a po prechode do bežnej bázy je náš odhad

ε1 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0.0776 0.904 0 0
0.015 0.175 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (8.10)

8.1.3 Dva vstupné stavy

Predpokladajme teraz, že z experimentu máme k dispozícii informácie o transformácii dvoch
vstupných stavov. Aká bude naša najlepšia rekonštrukcia operácie?
Znalos ,tou transformácie dvoch vstupných stavov vieme zisti ,t o operácii ε šes ,t vstupných

parametrov, teda presnú polovicu potrebných parametrov jednoznačne určujúcich operáciu.
Druhá polovica parametrov musí by ,t odhadnutá tak, aby výsledok čo najlepšie vyhovoval
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našim požiadavkám o čo najkonzervatívnejši odhad. Budeme preto postupova ,t pod
,
la stratégie

popísanej vyššie.
Transformácie stavov sú dané predpismi:

(1 → (01 , a (2 → (02 .

Máme informáciu o tom, ako sa transformuje dvojrozmerný podpriestor S(H) alebo, inak
povedané, vieme predpis pre transformáciu jednej úsečky na Blochovej sfére. Predstavme si
najskôr, že táto úsečka prechádza stredom Blochovej sféry (tj. lineárnou kombináciou stavov
(1 a (2 sa dá získa

,t identita ξ0 =
1
2
I). Vieme teda získa ,t úplnú informáciu o tom, ako sa

transformuje identita. V tom prípade dokážeme lineárnou kombináciou získa ,t zo vstupných
stavov aj čistý stav a môžeme napísa ,t

ξ0 =
1

2
I → ε[

1

2
I] = 1

2
(I + β sin θσ0x + β cos θσ0y) ;

ξ1 =
1

2
(I + σx)→ ε[ξ1] =

1

2
(I + ασ0x) ;

ξ2 =
1

2
(I + σy)→ ε[

1

2
I] = 1

2
(I + β sin θσ0x + β cos θσ0y) ;

ξ3 =
1

2
(I + σz)→ ε[

1

2
I] = 1

2
(I + β sin θσ0x + β cos θσ0y) ,

a matica operácie ε má tvar

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

β sin θ α− β sin θ 0 0
β cos θ −β cos θ 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Aj v tomto prípade, rovnako ako vo všeobecnom prípade jedného vstupného stavu má obor
hodnôt operácie tvar úsečky vnútri Blochovej sféry (obr. 8.2). Operácia je úplne pozitívna
vtedy a len vtedy, ak α2 + 4β2 − 4αβ sin θ ≤ 1. Túto skutočnos ,t však nemôžeme ovplyvni ,t
našou rekonštrukciou, v prípade nesplnenia podmienky sme dostali nekorektné dáta (dáta,
ktoré nemohli vzís ,t z korektného vyzikálneho experimentu). Riešením tohoto problému sa
budem zaobera ,t v

,
dalšej časti práce.

V prípade, ak lineárnou kombináciou vstupných stavov nie je možné získa ,t identitu, postup
je o čosi zložitejší. Môžeme definova ,t dva nové operátory (lineárne kombinácie stavov (1 a
(2), ktoré budú ma

,t lepšie vlastnosti vzh
,
ladom na naše potreby. Tieto operátory (obsahujúce

rovnaké informácie o transformácii ako pôvodné stavy), ktoré sú definované transformáciami

ξ1 =
1

2
(I + σx)→ ξ01 =

1

2
(I + ασ0x) ; (8.11)

ξ2 =
1

2
(I + bσy)→ ξ02 =

1

2
(I + β sin θσ0x + β cos θσ0y) , (8.12)

majú jednotkovú stopu a sṕlňajú všetky nutné podmienky na fyzikálny stav okrem pozitivi-
ty. Znamená to, že v prípade potreby volíme jeden zo stavov aj z oblasti mimo Blochovej
sféry. Rovnica (8.11) definuje transformáciu čistého stavu (z

,
lubovo

,
lných dvoch stavov viem

lineárnou kombináciou získa ,t čistý stav na vstupe, pozri obrázok 8.3) na vo všeobecnosti
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Obrázok 8.3: Obrázok znázorňuje spôsob, akým je možné získa ,t z dvoch
,
lubovo

,
lných stavov

ρ1 a ρ2 jede čistý stav ξ1 a
,
další operátor hustoty ξ2, ktorý však vo všeobecnosti nie je stavom.

Tak je tomu aj v tomto obrázku, kde ξ2 je mimo oblasti ohraničenej Blochovou sférou.

zmiešaný stav na výstupe. Rovnica (8.12) definuje zasa transformáciu kolmého operátora
(vždy viem vybra ,t k stavu ξ1 kolmý operátor2, nebude však vždy pozitívny, nemusí to by

,t
preto stav, pozri obrázok 8.3) na všeobecný operátor na výstupe. Platí teda podmienka α ≤ 1,
vo všeobecnosti však nie b ≤ 1.
Ako ansatz zvolíme maticu

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
x α− x (β sin θ − x)/b m
y −y (β cos θ − y)/b n
z −z −z/b k

⎞⎟⎟⎠
so šiestimi vo

,
lnými parametrami x, y, z,m, n, k. Naša snaha bude minimalizova ,t posun úplnej

zmesi (teda ve
,
lkos ,t hodnoty

p
x2 + y2 + y2) a potom, v druhom slede, minimalizova ,t aj posun

tretieho, neznámeho vektora od miesta, kam bola transformovaná úplná zmes (teda zvoli ,t
parametre m,n a k tak, aby sme minimalizovali D(ε[1

2
I], ε[(z]) =

√
m2 + n2 + k2). V princípe

je možné túto úlohu vykona ,t numericky v prípade, ak máme k dispozícii potrebné hodnoty
parametrov b, α, β, θ. Ke

,
dže (z = 1

2
(I + σ0z), σ

0
z je jednoznačne daná, ak máme k dispozícii

informácie o σ0x, σ
0
y.

Uvážme najskor prípad, kedy môžeme zvoli ,t unitálnu oepráciu, teda E [1
2
I] = I. Vtedy má

transformácia tvar ε

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 α β sin θ/b m
0 0 β cos θ/b n
0 0 0 k

⎞⎟⎟⎠ .

Budeme teraz skúma ,t podmienky úplnej pozitivity operácie. Z podmienky samotnej pozitivity

2V zavedenom formalizme sú dva operátory navzájom kolmé, ak ich skalárny súčin získaný ako skalárny
súčin dvoch st́lpcových vektorov je rovný jednej.
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máme
α ≤ 1 , β/b ≤ 1

a tiež √
m2 + n2 + k2 ≤ 1, (8.13)

ke
,
dže ε[(z] musí by

,t fyzikálny stav. Pre
,
další postup prijmime hypotézu, že m = n =

0. Aplikovaním operácie ε ⊗ I na maximálne previazaný stav dvoch qubitov P+ musíme
dosta ,t fyzikálny stav (ako bolo vysvetlené vyššie, toto je postačujúca (aj nutná) podmienka
na zaručenie úplnej pozitivity). V našom prípade najmenšie dve vlastné hodnoty výsledného
operátora sú

μ± =
1

4

⎛⎝1± k −

s
α2 +

µ
β

b

¶2
± 2αβ

b
cos(θ)

⎞⎠ .

Z nich môžeme odvodi ,t dve podmienky na ich nezápornos ,t

1 + k ≥

s
α2 +

µ
β

b

¶2
+ 2α

β

b
cos(θ) ; (8.14)

1− k ≥

s
α2 +

µ
β

b

¶2
− 2αβ

b
cos(θ) . (8.15)

Ak sčítame (8.14) a (8.15), eliminujeme neznámu k a dostaneme podmienku pre vstupné
parametre α, β, b a θ µ

β

b

¶2
≤ 1− α2

1− α2 cos(θ)2
. (8.16)

Pravá strana nerovnice (8.16) menšia alebo rovná jednej (rovnos ,t platí len v prípade, ak je
zachovaná kolmos ,t vstupných stavov). Toto je v súlade s podmienkou β ≤ b. Preto môžeme
vyhlási ,t, že (8.16) reprezentuje silnejšiu podmienku ako doteraz známe pre úplnú pozitiviu
operácie.
Ke

,
dže čistý stav (z je transformovaný na stav (0z =

1
2
(I+kσ0z), hodnota parametra k musí

sṕlňa ,t k ≤ 1. Za podmienky (8.16) môžeme túto hodnotu zvoli ,t

k = α

r
1− α2

1− α2 cos2 θ
cos θ ≤ 1 . (8.17)

Táto hodnota sṕlňa obe pôvodné podmienky (8.14) a (8.15). Z toho vyplýva, že (8.16) zaručuje
úplnú pozitivitu operácie.
Teraz, v druhom kroku, musíme nájs ,t minimálne k pre udržanie tejto podmienky. Vo

všeobecnosti bude menšie ako hodnota daná rovnicou (8.17) a bude ma ,t hodnotu

k =

s
α2 +

µ
β

b

¶2
+ 2α

β

b
cos(θ)− 1. (8.18)

Ešte zostala nezodpovedaná otázka, či by sa nedal dosiahnu ,t lepší výsledok v prípade,
ak by sme upustili od požiadavky m = n = 0. V prípade, ak je splnená podmienka (8.16),
takýto postup k lepším výsledkom nevedie. Ak však táto podmienka splnená nie je, overili sme
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vhodnos ,t vo
,
lby tretieho vektora ako kolmého na výstupné dva vektori len numerickou cestou.

Zo všetkých skúmaných príkladov ale jednoznačne vyplynulo, že takáto vo
,
lba bola najlepšia.

Môžem preto vyslovi ,t domnienku, že požiadavka m = n = 0 je legitímna a najlepšie výsledky
sa dosahujú pri jej splnení, neviem však toto tvrdenie dokáza ,t.
Rozoberme teraz najzložitejšiu situáciu, teda ak platí ε[1

2
I] 6= 1

2
I. Ako sme spomenuli

vyššie, v tomto prípade musíme vo všeobecnosti optimalizova ,t až cez šes ,t neznámych para-
metrov. Toto je však možné urobi ,t iba numericky, preto sme nútení prija ,t niektoré

,
dalšie

obmedzenia.

• V predchádzajúcej sekcii sme ukázali, že v prípade jedného vstupného stavu sa úplná
zmes posúva (ak sa tomu nedá vyhnú ,t) v smere výstupného stavu. Budeme preto aj tu
predpoklada ,t, že úplná zmes sa posúva len v rovine danej dvoma výstupnými stavmi,
nie v rovine kolmej.

• V predchádzajúcom prípade sa ukázalo ako ve
,
lmi výhodné posúva ,t tretí vektor len po

kolmici k rovine danej dvoma výstupnými vektormi. Využijeme tento fakt aj v tomto
prípade.

Ak teda zvolíme m = n = z = 0 , náš odhad bude ma ,t tvar

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
x α− x (β sin θ − x)/b 0
y −y (β cos θ − y)/b 0
0 0 0 k

⎞⎟⎟⎠ .

Na takejto matici je numerické h
,
ladanie ove

,
la jednoduchšie a rýchlejšie a dáva vo všetkých

numericky skúmaných príkladoch rovnaké výsledky ako preh
,
ladávanie všetkých parametrov.

Príklady

1. Identita
Predpokladajme vstupné a výstupné stavy vo forme (z → (z =

1
2
(I+Sx) a ξ2 = 1

2
(I+bSy)→

1
2
(I + bSy). V tomto prípade bude ma

,t náš odhad tvar

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 k

⎞⎟⎟⎠ .

je jednoduché preskúma ,t, že jediná úplne pozitívna vo
,
lba je k = 1. V tomto prípade sme teda

už so znalos ,tou dvoch stavov úplne rekonštruovali operáciu.
Situácia sa mení, ak máme na vstupe (priamo, alebo ako lineárnu kombináciu vstupov)

úplnú zmes, teda ε[1
2
I] = 1

2
I. V tom prípade je náš výsledok

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ ,
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celý priestor stavov je transformovaný na úsečku.
2. Unitárna transformácia
Situácia je rovnaká ako v predchádzajúcom prípade. Máme inforácie (x → (0x =

1
2
(I +S0x)

a ξ2 = 1
2
(I + bSy) → 1

2
(I + bS0y). Odhadom

1
2
I → 1

2
I dostaneme σx → σ0x, σy → σ0y. Máme

teda všetky informácie potrebné na úplné odhalenie operácie. Rovnako v prípade, ak je na
vstupe úplná zmes, sa situácia redukuje na transformáciu na úsečku (príslušne zrotovanú).
3. Kontrakcia na čistý stav
V tomto prípade dostaneme za každých okolností úplnú informáciu o operácii. Oba vstupné

stavy, nech sú akéko
,
lvek, sa transformujú na definovaný čistý stav a jediným riešením pre

takéto dáta je kontrakcia všetkých vstupných stavov na jediný čistý stav.
4. Náhodný výber
Predpokladajme vstupné stavy

(1 =
1

2
(I + 0.6σx) ;

(2 =
1

2
(I + 0.4σx + 0.1σy + 0.8σz)

a výstupy pod
,
la matice (8.9). Pod

,
la navrhovaného postupu najskôr skonštruujeme operátory

ξ1, ξ2 ako lineárne kombinácie (1, (2, pričom prvý z nich bude čistý stav a budú na seba kolmé.
Jedna z dvoch možností vo

,
lby je

ξ1 =
1

2
(I + 0.76095σx − 0.080475σy − 0.6438σz);

ξ2 =
1

2
(I + 0.464776σx + 0.0676122σy + 0.540897σz). (8.19)

Tu práve nastal prípad, ke
,
d je operátor ξ2 negatívny, teda to nie je fyzikálny stav. Výstupy z

operácie potom budú

ξ01 =
1

2
(I + 0.595857σx + 0.34533σy − 0.217283σz);

ξ02 =
1

2
(I + 0.6402284σx − 0.0693141σy + 0.182553σz) , (8.20)

a z nich parametre operácie

b = ||�ξ2|| = 0.71635;
α = ||�ξ01|| = 0.722157;
β = ||�ξ02|| = 0.669398;

θ = arcsin

µ
1

αβ
�ξ01 · �ξ02

¶
= 0.717699 rad, (8.21)

pri použitom označení ξj = 1
2
(I +�ξj · �σ). Vyššie uvedené vyjadrenia vychádzajú z rovníc pre
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Obrázok 8.4: Tento obrázok znázorňuje obor hodnôt zrekonštruovanej operácie ε2, teda
rekonštrukcie nášho náhodného príkladu pre dva vstupné stavy.

ξ1, ξ2ξ
0
1, ξ

0
2 v (8.19) a (8.20):

ξ1 =
1

2
(I + σx) ;

ξ2 =
1

2
(I + bσy) ;

ξ01 =
1

2
(I + ασ0x) ;

ξ02 =
1

2
(I + β sin θσ0x + β cos θσ0y) .

Tieto rovnice nám pomôžu aj pri prechode z adaptabilnej do normálnej bázy.
Z vypočítaných parametrov (8.21) vyplýva, že musíme h

,
lada ,t medzi neunitálnymi operá-

ciami. Výsledok numeriky v adaptabilenj báze je

εad =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0.101568 0.620589 0.472761 0
0.0600669 −0.0600669 0.620094 0

1 0 0 0.457

⎞⎟⎟⎠ .

Po prechode do normálnej bázy dostávame výsledok (pozri tiež obázok 8.4):

ε2 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0.1168 0.83866 −0.03137 0.25083
0.01523 0.1746 0.26946 −0.34023
0.00696 −0.0116 0.36878 0.28862

⎞⎟⎟⎠ .
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8.1.4 Tri vstupné stavy

Aj pri troch vstupných stavoch musíme rozdeli ,t situáciu na dva možné prípady. Bu
,
d sa dá

zo vstupov nakombinova ,t úplná zmes, alebo nie. Ak je to možné, zvolíme nasledovné lineárne
kombinácie vstupov

ξ0 =
1

2
I → ξ00 =

1

2
(I + xS0x + yS0y);

ξ1 =
1

2
(I + Sx)→ ξ01 =

1

2
(I + αS0x);

ξ2 =
1

2
(I + Sy)→ ξ02 =

1

2
(I + β sin θS0x + β cos θS0y).

Teraz musíme nájs ,t také m,n a k, že vzdialenos ,t D(ξ00, ξ
0
3) je minimálna za podmienky

ξ3 =
1

2
(I + Sz)→ ξ03 =

1

2
(I +mS0x + nS0y + kS0z) .

Pochopite
,
lne, stále platí aj podmienka na úplnú pozitivitu h

,
ladanej operácie. Situácia je ve

,
lmi

podobná tej z minulej sekcie (dva vstupné stavy), máme k dispozícii tri vstupné parametre a
numericky nájdeme výsledok.
V prípade, ak nemáme informácie o transformácii úplnej zmesi, musíme urobi ,t odhad jej

polohy po akcii operácie. Tri vo
,
lné parametre teraz budú predstavova ,t práve polohu identity

a znova, rovnako ako v predošlom prípade, použijeme numerické h
,
ladanie.

Príklady

1. Identita
V tomto prípade sa pri

,
lubovo

,
lnej kombinácii vstupných stavov získa h

,
ladaná operácia.

2. Unitárna transformácia
Tento prípad je rovnaký ako predošlý, vždy získame úplnú rekonštrukciu.

3. Kontrakcia na čistý stav
Tento problém je vyriešený už pre dva vstupné stavy, takže tretí nám len musí potvrdi ,t

informácie už raz získané
4. Náhodný výber
Predpokladajme znalos ,t týchto troch stavov

(1 =
1

2
(I + 0.6σx)

(2 =
1

2
(I + 0.4σx + 0.1σy + 0.8σz)

(3 =
1

2
(I + 0.4σx + 0.3σy + 0.6σz).

Numericky nájdeme tri neznáme parametre matice a dostávame výsledok (pozri aj obrázok
8.5)

ε3 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0.294686 0.54219 −0.02396 0.176042
0 0.2 0 −0.3

0.0562144 −0.0936907 0.27918 0.27918

⎞⎟⎟⎠ . (8.22)
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Obrázok 8.5: Obrázok oboru hodnôt zrekonštruovanej operácie ε3 danej rovnicou (8.22).

8.2 Nekonzistenstné dáta

Ako sme nieko
,
lkokrát spomínali v kapitole o odhadoch v kvantovej mechanike, rovnako ako v

predchádzajúcej sekcii, pri postupných rekonštrukciách stavov i operácií založených na stred-
ných hodnotách nameraných parametrov sme vždy vystavení riziku, že dáta dodané experi-
mentátormi budú fyzikálne nekonzistentné. V našom konkrétnom prípade kvantových operácií
to môže znamena ,t (odhliadnuc od možného faktu, že samotné vstupné alebo výstupné stavy
nebudú fyzikálnymi stavmi), že

,
lubovo

,
lná možná zrekonštruovaná operácia nebude úplne poz-

itívna, či dokonca ani len pozitívna.
V takomto prípade je zrejmé, že prišlo k chybe v experimente, k nesprávnemu vyhodno-

covaniu dát, alebo (čo je vec, ktorej sa nijako nedá zabráni ,t) prišlo k štatisticky prípustnej
odchýlke danej konečným počtom meraní, ktorá nás však vyniesla z fyzikálneho priestoru
von. Jednou z možností v prípade úplných alebo čiastočných rekonštrukcií je úplne dané dáta
odmietnu ,t a nezaobera ,t sa nimi. Ak však pripustíme, že napriek chybám tieto dáta obsahujú
isté relevantné informácie, môžeme sa ich pokúsi ,t do istej miery "opravi ,t" - reguralizova ,t.
Bude dobré pripomenú ,t postup, ktorý sa aplikuje v prípade rekonštrukcie stavov. Tam

nepožadujeme úplnú pozitivitu operátora, len pozitivitu. To sa v priestore jedného qubitu
prejavuje tým, že žiadame aby bol stav umiestnený vo vnútri alebo na povrchu Blochovej sféry.
Pri odhade sa nám však môže sta ,t, že stav "vyjde" až za touto hranicou. Vtedy zachováme
pôvodný smer stavu, vektora, ale posunieme ho smerom k stredu sféry (úplnej zmesi) tak, aby
sa z neho stal fyzikálny (a v tomto prípade čistý) stav. Tento postup sa dá interpretova ,t aj
tak, že k zrekonštruovanému operátoru "pridáme" najmenšie potrebné množstvo úplnej zmesi
(šumu) tak, aby sa z neho stal fyzikálny stav. Matematicky tento postup môžeme zapísa ,t ako

ρ0 = min
t

µ
t
1

2
I + (1− t)ρ

¶
. (8.23)
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Obrázok 8.6: Na schéme je znázornený postup experimentu pri uchovávaní lapených iónov v
pasciach a ich sledovaní. V hornej časti sú znázornené lasery zabezpečujúce detekciu iónov,
mw-source predstavuje mikrovlnný zdroj, Photo-multiplier zabezpečuje detekciu vyžiareného
svetla.V pravej stradnej časti je schéma predstavujúca možné prechody medzi stavmi iónu,
pričom farba prechodov korešponduje zvolenej farbe zdroja (laser, mikrovlna).

Pochopite
,
lne, toto vyjadrenie je zbytočne zložité (parameter t sa dá presne vyráta ,t a nadobúda

hodnotu 1− 1
kρk , kde kρk je d́ľzka vektora zrekonštruovaného stavu znázorneného na Blochovej

sfére), ale je dobrým návodom na postup pri operáciách.
Predstavme si teraz prípad úplnej rekonštrukcie, ke

,
d nás experimentálne dáta vedú k

operácii, ktorá nie je pozitívna alebo úplne pozitívna. Ako dobrý príklad nám budú slúži ,t
reálne dáta namerané skupinou Ch. Wunderlicha, analyzované na našom pracovisku.
V tomto experimente boli vykonávané rôzne druhy operácií na qubitoch, ktoré boli zakó-

dovaná v stavoch iónov lapených v pasciach. Schématický obrázok experimentu je uvedený
na obrázku (8.6). Pri jednom z experimentov bola originálne určená operácia v tvare pod

,
la

obrázku (8.7). Bohužia
,
l však táto operácia nie je úplne pozitívna (samotná pozitivita je

zaručená už spôsobom experimentu, lebo predpokladáme čisté vstupné stavy a na výstupe
tiež požadujeme rekonštrukciu stavov), preto musíme navrhnú ,t procedúru, ako ju reguralizo-
va ,t.
Logickým postupom by bolo aplikova ,t rovnakú metódu ako pri rekonštrukcii stavov. Teda,

pridáva ,t k operátoru také množstvo šumu, až sa tento stane pozitívnym. V našom prípade
je pochopite

,
lná vo

,
lba šumu, ktorý budeme pridáva ,t: kontrakcia do úplnej zmesi. Osvedčila

sa v prípade neúplných rekonštrukcií a dá sa, pri istom uhle poh
,
ladu, poklada ,t za objekt

z centra priestoru všetkých operácií. V maticovom vyjadrení to neznamená nič iné ako ná-
sobenie všetkých elementov skúmanej matice (okrem jedničky v

,
lavom hornom rohu, ktorá

zabezpečuje zachovanie normy operátorov pred a po operácii a je to jediný nenulový element
matice operátora kontrakcie do úplnej zmesi) číslom menším ako jedna. Pre náš príklad bude
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Obrázok 8.7: Obor hodnôt originálne zrekonštruovanej operácie z experimentálnych dát
skupiny Ch. Wunderlicha, ktorá však nesṕlňa podmienku úplnej pozitivity.

všeobecná jednoparametrická grupa takých operácií ma ,t tvar

ε(k) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0.064515k 0.086015k −0.010755k −0.075265k
−0.07527k 0.10753k 0.43011k 0.06451k
0.026875k −0.037625k −0.102145k 0.758065k

⎞⎟⎟⎠ . (8.24)

Zostáva ešte urči ,t, ktoré k si vyberieme. Hraničné hodnoty sú 1 (v tom prípade sa jedná o
originálnu rekonštrukciu, o ktorej vieme, že nesṕlňa fyzikálne požiadavky) a 0 (tu sa jedná
o kontrakciu do úplnej zmesi, kde stratíme všetky informácie o pôvodnej operácii). Logicky
máme snahu zachova ,t čo najviac pôvodnej informácie. Výslednú operáciu preto definujeme
tak, aby

k = max
k∈<0,1>

[ε(k) ∈ CP ] , (8.25)

kde CP je priestor úplne pozitívnych máp (Completely positive). Máme zaručené, že vždy
aspoň jedno takéto k existuje, pretože ε(0) je zaručene dobrá mapa. Naviac je pravda, že
vždy existuje aj nenulové δ, pre ktoré ε(δ) je úplne pozitívna mapa (vyplýva to z faktu, že
podmienku úplnej pozitivity v okolí k = 0 môžeme rozvinú ,t do radu a odhadnú ,t prvý člen),
preto náš odhad bude vždy nies ,t istú informáciu o pôvodnej operácii.
Ďalší postup preto je: vyjadri ,t podmienku úplnej pozitivity pomocou k a nájs ,t najväčšie

k, ktoré tejto podmienke ešte vyhovuje. V našom prípade je táto hodnota

k = 0.877307, (8.26)

ktorá zaručuje úplnú pozitivitu. Obor hodnôt operácie sa potom príslušne zmenší (efekt tejto
úpravy je v skutočnosti rovnaký ako výsledné prenásobenie každého stavu konštantou k), pozri
obrázok (8.8).
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Obrázok 8.8: Obor hodnôt upravenej zrekonštruovanej mapy. Ako je zrejmé z porovnania s
predchádzajúcim obrázkom, prišlo len k zmršteniu elipsoidu a jeho posunu smerom ku stredu
sféry, tvar aj orientácia zostali zachované.

Ve
,
lmi zaujímavou aplikáciou tohoto postupu, ktorý je len odhadom vonkoncom nezaruču-

júcim najlepší výsledok, je pokus o použitie na silne nefyzikálnu operáciu úplnej inverzie stavu,
tzv. Universal NOT. Pre túto operáciu platí, že každý čistý stav preklápa na jeho kolmý, teda
|ψi→ |ψi⊥ , hψ|ψi⊥ = 0 a má tvar

εUNOT =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ . (8.27)

Oborom hodnôt tejto operácie sú všetky možné stavy, takže nemá zmysel kresli ,t pre ňu obrá-
zok.
Je tiež ve

,
lmi dobre známe [42], že táto operácia nie je úplne pozitívna a najbližšia možná

fyzikálna operácia k nej je takzvaný Optimal Universal NOT (pozri obrázok 8.9):

εOUNOT =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 −1

3
0 0

0 0 −1
3

0
0 0 0 −1

3

⎞⎟⎟⎠ . (8.28)

Pomocou našej metódy dostaneme rovnaký výsledok. Ak aplikujeme na pôvodnú operáciu
εUNOT násobenie konštantou k a spočítame jej maximálnu ve

,
lkos ,t, vyjde práve h

,
ladaná hod-

nota k = 1
3
a výsledná operácia v tvare εOUNOT . Takéto dobré výsledky však (ako ukážem aj

v nasledujúcej sekcii) nemusia by ,t pravidlom. Tu sme výrazne využili, že sa jedná o ve
,
lmi sy-

metrickú operáciu a jednoduchou úvahou sa dalo prís ,t k faktu, že riešenie musí by ,t napísate
,
lné
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Obrázok 8.9: Obor hodnôt operácie Optimal universal NOT - najbližsej fyzikálnej operácie
k U-NOT, úplnému preklopeniu stavu. Červenými bodkami sú označené náhodne vybraný
vstupný stav (na povrchu ve

,
lkej sféry) a jemu zodpovedajúci výstupný stav (na povrchu

malej sféry).

práve v takej forme jednoparametrického systému, aký používame. Napriek tomu je násobenie
konštantou účinný a ve

,
lmi jednoduchý spôsob, ako sa vysporiada ,t s nefyzikálnymi vstupmi

do úplných alebo čiastočných rekonštrukcií.

8.3 Maximum likelyhood

Použitie metódy maximálnej pravdepodobnosti je zrejme z teoretického poh
,
ladu najjedno-

duchšie a najsprávnejšie riešenie. Je to priama cesta od "surových" dát prichádzajúcich z
experimentu k výsledkom bez zjednodušení, medzikrokov a zanedbaní. Vzh

,
ladom na to, že

pracujeme s binárnymi údajmi z meraní (tzv. klikmi), niekedy sa podobné postupy označujú
aj slovom klikológia[46].
Metóda má však, ako bolo spomínané v piatej kapitole, aj svoje nevýhody - vyžaduje si

značnú numerickú silu, je aplikovate
,
lná len na tie najjednoduchšie systémy a ve

,
lmi ,tažko

sa overuje spo
,
lahlivos ,t a správnos ,t získaného výsledku. V tejto sekcii popíšem dve využitia

Maximum Likelyhood (ML) metódy, jednak na analýzu už spomínaných dát od skupiny Ch.
Wunderlicha a tiež na simuláciu nefyzikálnych operácií a získavanie ich priblí̌zení.

8.3.1 Numerický postup

Ako bolo popísané v kapitole o odhadoch v kvantovej mechanike, postup metódy je ve
,
lmi

jednoduchý: zadefinujeme si všeobecnú formu h
,
ladaného objektu s vhodnými parametrami,

definujeme funkciu celkovej pravdepodobnosti (5.6) a h
,
ladáme jej maximum cez všetky para-
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metre. V našom prípade použijeme definíciu operácie (5.17)

εML =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 b3
c0 c1 c2 c3

⎞⎟⎟⎠ (8.29)

a vstupné stavy a smery merania na výstupe parametricujeme pod
,
la (5.8)

ρin,outi =

⎛⎜⎜⎝
1

xin,outi

yin,outi

zin,outi

⎞⎟⎟⎠ (8.30)

za podmienky kxouti + youti + zouti k = 1. Tento spôsob zápisu nám automaticky zabezpečí za-
chovanie stopy stavu (budeme však musie ,t zvláš ,t kontrolova ,t úplnú pozitivitu), čím sa postup
líši od už realizovaných pokusov využitia ML metódy na rekonštrukciu kvantových operácií
[43, 44, 45]. Využijeme tiež možnos ,t pracova ,t s logaritmom výstupnej funkcie celkovej pravde-
podobnosti, čo zjednoduší numerickú náročnos ,t a zlepší spo

,
lahlivos ,t získaných výsledkov.

Vstupom do programu bude teda sada vstupných stavov, smerov meracieho aparátu na
výstupe a namerané hodnoty pi ∈ {0, 1} (teda či daný výsledok, tzv. klik, bol v smere alebo
proti smeru orientácie prístroja). Výstupom by mala by ,t priamo sada dvanástich parametrov,
určujúcich operáciu.
Na samotný proces minimalizácie použijeme Nelder-Mead simplex algoritmus implemen-

tovaný v prostredí programu Mathematica 5.0. Budeme numericky maximalizova ,t funkciu

F =
X
i

log
£
ρini • εML • ρouti .pi +

¡
2− ρini • εML • ρouti

¢
(1− pi)

¤
(8.31)

za okrajových podmienok na parametre ai, bi a ci zaručujúce pozitivitu a úplnú pozitivitu.
Zatia

,
l čo samotná pozitivita je zaručená numericky jednoduchými konvexnými podmienka-

mi, podmienka úplnej pozitivity má ove
,
la komplikovanejšiu podobu a čo je najpodstatnejšie,

vymedzuje parametricky ve
,
lmi zložitý priestor. Tento fakt značne s ,tažuje samotné numerické

spracovanie problému.
Na zabezpečenie spo

,
lahlivosti výsledku bol minimalizačný algoritmus opakovane spúš ,taný

pre rovnaké vstupné dáta s rôznym štartom náhodného generátora. Zároveň som ladil rôzne
parametre minimalizácie tak, aby som dosiahol maximálnu stabilizáciu výsledku. Naviac pre
testovacie prípady som mal k dispozícii aj originálnu operáciu, z ktorej boli produkované
kvázi-experimentálne dáta a výsledok som porovnával aj s touto operáciou.
Ukázalo sa, že na spo

,
lahlivú funkciu minimalizácie je nutné nastavi ,t parametre tak, aby

okrajové podmienky boli relatívne priepustné (bol umožnený prechod cez oblas ,t bez splnenia
podmienky úplnej pozitivity) a tiež muselo by ,t chladenie systému značne pomalé (vysoký
koeficient odrazu). V zásade bolo vhodné použi ,t také nastavenie, ktoré autori programu
odporúčajú pre problémy s množstvom hlbokých miním, ktoré sa od seba len minimálne líšia.
Pri testovaní som skúšal aj iné spôsoby, konkrétne simulované žíhanie a náhodné vyh

,
ladá-

vanie, avšak výsledky neboli z
,
daleka nato

,
lko stabilné. Limitujúcim faktorom totǐz nebol

výpočtový čas (aj najzložitejšie prípady boli riešite
,
lné v časovej škále jednotiek hodín na
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Obrázok 8.10: Úplná rekonštrukcia operácie nesṕlňajúcej podmienku úplnej pozitivity.

výkonnom prenosnom počítači), ale pamä ,t. Pri všeobecnej vo
,
lbe vstupných stavov aj orien-

tácie meracieho prístroja narastá komplexnos ,t funkcie lineárne s počtom dát. Pri 512 MB
operačnej pamäte je limitujúci počet bodov okolo 1800, čo zodpovedá (pri štyroch rôznych
vstupných stavoch a troch priemetoch spinu na stav) cca 130 meraniam na zložku spinu. Toto
je rozumný spodný odhad na spo

,
lahlivé určenie operácie.

Pri reálnych experimentoch však najčastejšie používame ako vstupné stavy čisté stavy z
obmedzenej množiny (najčastejšie 6 rôznych čistých stavov reprezentujúcich vždy dva možné
výsledky meraní priemetov spinu na tri rôzne osi) a na výstupe tiež len meracie prístroje
orientované v troch kolmých smeroch. Preto som pri produkcii testovacích dát používal dva
základné postupy - bu

,
d náhodná generácia čistého vstupného stavu a náhodné meranie, alebo

náhodný výber zo šiestich možných vstupných stavov a náhodný výber z troch orientácií
meracieho prístroja. Druhá metóda bola z každého oh

,
ladu lepšia - postup minimalizácie bol

časovo menej náročný, dalo sa spracova ,t väčšie množstvo experimentálnych dát a porovnanie
výsledkov oboch metód tiež ukazovalo lepšiu konvergenciu (ak som generoval zo známej ope-
rácie testovacie dáta, pri rovnakom počte dát som druhým spôsobom lepšie zrekonštruoval
pôvodnú operáciu).

8.3.2 Experimentálne dáta

Na jednom príklade ukážem analýzu experimentálnych dát. Vrátim sa k problému z min-
ulej sekcie, kde sme narazili na fakt, že štandardná úplná rekonštrukcia viedla k operácii,
ktorá nebola úplne pozitívna (pozri obrázok 8.10). V tomto prípade som sa vrátil priamo k
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Obrázok 8.11: Zrekonštruovaná operácia z reálnych fyzikálnych dát pomocou ML metódy.
ako je vidie ,t, obor hodnôt sa zaoblil a mierne posunul, v zásade sa však nedá hovori ,t o jeho
kontrakcii.

experimentálnym dátam a uskutočnil ML rekonštrukciu tejto operácie. Výsledok

ε =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

0.06147 0.1403 −0.01538 −0.05707
−0.09009 0.07373 0.3832 0.06082
0.03199 −0.063 −0.0973 0.719

⎞⎟⎟⎠ (8.32)

je znázornený na obrázku (8.11). Ako je vidie ,t, v tomto prípade prišlo k úplne inému "naprave-
niu" úplnej pozitivity operácie, ako tomu bolo v predošlej sekcii. Zatia

,
l čo vtedy sme dosiahli

želaný cie
,
l výhradne kontrakciou všetkých výstupných stavov smerom k úplnej zmesi, tu prišlo

k akémusi vyrovnaniu v jednotlivých osiach. Tam, kde operácia nechávala stav prakticky ne-
dotknutý, úprava dosiahla kontrakciu stavu. V kolmom smere, kde pôvodne zrekonštruovaná
operácia prakticky ničila všetku informáciu, došlo naopak k natiahnutiu stavu a zachovanie
väčšej časti informácie. Trochu pochopenia môže prameni ,t napríklad aj z faktu, že zatia

,
l

čo kontrakcia do bodu, na úsečku alebo zachovanie celej gule neporušenej sú úplne pozitívne
operácie, kontrakcia na plochu túto vlastnos ,t nemá. Kým pôvodná metóda priblǐzovala op-
eráciu ku kontrakcii do bodu, ML metóda ju priblǐzuje aj k

,
dalším povoleným operáciám ako

kontrakcia do gule či na úsečku (zagu
,
la ,tovanie a zoštíh

,
lovanie oboru hodnôt).

8.3.3 Simulácie nefyzikálnych operácií

Úplne novým použitím ML metódy, ktorú predstavujem na záver svojej práce, je jej aplikácia
pri h

,
ladaní fyzikálnych aproximácií nefyzikálnych operácií. Inak povedané, predstavme si

situáciu, ke
,
d máme definovanú operáciu (napríklad pomocou zadania jej matice ε, alebo iným

jednoznačným spôsobom), avšak táto operácia nesṕlňa niektorú z fyzikálnych podmienok.
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Najčastejšie to môže by ,t podmienka úplnej pozitivity, avšak metódu je možné aplikova ,t aj na
nepozitívne a/alebo nelineáarne operácie.
V takomto prípade nemáme k dispozícii samotné experimentálne dáta, ale predpis na ich

výrobu. Zvolíme si teda vhodným, symetrickým spôsobom vstupné stavy (pri lineárnych
operáciách sa môžeme obmedzi ,t na čisté vstupné stavy, pri ostatných musíme aj vstupy
vybera ,t z celej Blochovej sféry) a smery výstupného merania. Nasimulujeme experiment
(postup prípravy stavu, prechodu operáciou a meraním) a získame dáta, ktoré použijeme na
zrekonštruovanie tentokrát už fyzikálnej operácie.
Postup sa dá použi ,t na získanie predstavy o pôsobení prakticky akéhoko

,
lvek predpisu.

V dvoch príkladoch uvediem jeho aplikáciu na už vyššie spomenutú operáciu U-NOT a na
špecifickú nelineárnu operáciu.

Odhad Optimal U-NOT

Tento príklad je relatívne jednoducho realizovate
,
lný, pretože operácia U-NOT sṕlňa pod-

mienky pozitivity aj linearity. Ako sadu vstupných stavov som si zvolil šes ,t stavov (po dve
vlastné hodnoty operátorov σx, σy, a σz) a operáciu zapísal v tvare (8.27). Výstupné merania
boli rovnako prevedené v smere operátorov σx, σy, a σz. Pre každú kombináciu vstup - výstup
som použil 100 stavov (spolu teda 1800 kvázi - experimentálnych klikov) a na získané dáta
použil vyššie spomínané h

,
ladanie extrému. Výsledkom bola matica operácie

εO−U−NOT =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

−0.0002 −0.3316 −0.0074 0.0203
0.0138 −0.0031 −0.3334 0.0488
−0.0137 0.0298 −0.0117 −0.3336

⎞⎟⎟⎠ . (8.33)

Z nej je zjavné, že sa s presnos ,tou na približne dve desatinné miesta rovná h
,
ladanej matici

optimálneho U-NOT (8.28). Z tohoto dôvodu ani neuvádzam obrázok znázorňujúci jej účinok,
nako

,
lko je prakticky zhodný s obrázkom 8.9.
Zaujímavá otázka v tejto súvislosti tiež je, ako rýchlo celá metóda konverguje s počtom

stavov. Pripravil som preto skupiny s rôznym počtom vstupných stavov (každá nasledujúca
skupina mala dvojnásobný počet stavov ako predchádzajúca), pričom skupiny boli na sebe
nezávislé a v prvej skupine bolo 18 ∗ 8 stavov (8 stavov na každý vstupný smer a každý
smer merania). Pre každú skupinu stavov som potom vyprodukoval výsledky meraní a k
nim spočítal najlepšiu aproximáciu fyzikálnej operácie. Na grafe (8.12) je znázornené, ako
konvergovala vzdialenos ,t získanej operácie so zväčšujúcim sa počtom stavov od nefyzikálneho
U-NOTu definovaná pomocou

d(ε1, ε2) =

Z
stavy

dρTr ((ε1 − ε2) [ρ]) =

ZZZ
Tr ((ε1 − ε2) [ρ])r sin(ν)drdνdϕ. (8.34)

Je zrejmé, že táto vzdialenos ,t nemohla v nijakom prípade prekroči ,t hranicu 2/3, ktorú dosahuje
len optimálny odhad. Konvergencia k tejto hodnote bola ale ve

,
lmi rýchla a už pri hranici menej

ako 50 stavov na jeden vstupný stav a jeden smer merania dosahujú výsledky vysokú presnos ,t.

Odhad nelineárnej operácie

Odhadova ,t operáciu, ktorá nesṕlňa ani základnú podmienku kvantovej mechaniky - linearitu,
je vo všeobecnosti ve

,
lmi ,tažké. Aj pri ML metôde sa vynárajú niektoré problémy, ktoré sa pri
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Obrázok 8.12: Graf závislosti vzdialenosti odhadovanej operácie od pôvodnej nefyzikálnej
U-NOT od počtu použitých stavov. Červená hranica 2/3 označuje optimálnu fyzikálnu apro-
ximáciu.

odhade fyzikálnych operácií nevyskytujú.
Prvým je fakt, že ako vstupné stavy musíme voli ,t všetky možné stavy, teda rovnako čisté

i zmiešané. Z
,
daleka sa nemôžeme uspokoji ,t s výberom nieko

,
lko málo lineárne nezávislých

stavov. To výrazne zhoršuje pokrytie skúmanej oblasti (pri konštantnom počte dát) a tiež
produkuje výrazne komplikovanejšiu funkciu určenú na minimalizovanie. Stručne povedané, v
tomto prípade nám rovnaká technická a časová náročnos ,t umožní použi ,t len podstatne menej
skúmaných dát a výsledok bude horší, ako keby sme použili rovnaký počet dát v lineárnom
prípade.
Druhým problémom je skutočnos ,t, že dáta sú vyprodukované a-priori nefyzikálnou trans-

formáciou a konvergencia takýchto dát pri minimalizačnom algoritme je vo všeobecnosti pod-
statne horšia ako u fyzikálnych dát. Naviac nie je zaručené, že existuje len jedno mininum,
do ktorého funkcia môže skonvergova ,t. Napriek všetkým týmto problémom som ale metódu
vcelku úspešne testoval na jednoparametricej grupe operácií danej predpisom

ρ −→ eikhσziσzρ (8.35)

s jedným vo
,
lným parametrom k (pozri obrázok . Za týmto relatívne jednoduchým predpisom

sa skrýva operácia, ktorá realizuje stavovo závislé otočenie okolo osi z, pričom mieru tohoto
otočenia vyjadruje práve parameter k. Pre konkrétny prípad k = 1 som vyprodukoval 1800
náhodných vstupných stavov rovnomerne rozdelených po Blochovej sfére. Na tieto stavy som
aplikoval operáciu (8.35) a výsledok (pozitivita operácie zaručovala, že výsledkom bol vždy
fyzikálny stav) som fiktívne premeral v náhodne zvolenom smere. Získané dáta som použil na
získanie fyzikálneho odhadu testovanej kvantovej operácie. Výsledok

εnon−linear =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0

−0.114902 0.615367 −0.532612 0.0385014
−0.0882836 0.529802 0.655418 0.0890239
0.0461198 −0.00447398 0.0268776 0.936151

⎞⎟⎟⎠ (8.36)

je možné interpretova ,t ako (v rámci presnosti metódy) istú kontrakciu, pričom jej sila je
väčšia v smeroch osí x a y ako v smere osi z. Je zjavné, že tri z dvanástich parametrov
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Obrázok 8.13: Schématické znázornenie akcie nelineárnej operácie. Stavy sú pootočené okolo
osi z, pričom miera tohoto pootočenia je daná priemetom príslušného stavu na os z. Obrázok
je vytvorený pre hodnotu k = 1.

nadobúdajú násobne väčšie hodnoty ako ostatné. V
,
dalšom postupe som preto pevne určil

všetky parametre okrem diagonálnych za nulové a zopakoval numerické preh
,
ladávanie s tým,

že som musel skúma ,t len trojparametrickú oblas ,t. Výsledok bol v rámci presnosti výpočtu
rovnaký ako v prípade preh

,
ladávania cez všetkých dvanás ,t parametrov.

Zopakoval som preto celý postup s tým, že som postupne menil parameter k od jedna po
desa ,t. H

,
ladal som výsledné operácie ako v dvanás ,trozmernom priestore všetkých operácií, tak

aj v trojrozmerom priestore zodpovedajúcom trom nezávislým kontrakciám v smeroch daných
súradnou sústavou. Príklad výsledku pre k = 6 je na obrázku (8.14). Z výsledkov pre všetky
sledované hodnoty parametra k som vybral dve zaujímavé hodnoty - mieru zmrštenia v smere
osi z (ktorá by mala by ,t pod

,
la očakávania nulová, nie je totǐz dôvod, aby v tomto smere k

nejakému zmrš ,tovaniu dochádzalo) a priemernú mieru zmrš ,tovania v ostatných dvoch osiach.
Tu už bolo možné nejaký efekt očakáva ,t3. Na grafe (8.15) sú znázornené dve kivky, pričom
zelená zodpovedá zmrš ,tovaniu v smere osi z a červená v ostatných dvoch osiach. Fluktuácie
na úrovni cca 0.1 polomeru sú spôsobené obmedzeným počtom stavov použitým na odhad
zobrazenia, napriek nim je však zrejmý rozdiel pre znázornené krivky. Môžeme teda súdi ,t, že
najlepším odhadom prezentovanej nefyzikálnej operácie bude operácia, ktorá nemení priemet
spinu na os z, ale (v závislosti od miery natočenia) zmrš ,tuje stavy v smere ostatných dvoch
osí.

3Samotnú operáciu si totiž ve
,
lmi laicky môžeme predstavi ,t ako žmýkanie prádla, vrch sa otáča v protismere

ako spodok a stred približne stojí. A vieme, že pri takomto žmýkaní dochádza k zmrš ,tovaniu prádla, čoho
dôsledkom je práve vytláčanie prebytočnej vody.
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Obrázok 8.14: Obor hodnôt najlepšej aproximácie k nelineárnej operácii otáčajúcej stavy okolo
osi z v závislosti od súradnice z. Koeficient určujúci mieru rotácie je v tomto príprade rovný
6.

Obrázok 8.15: Zelená krivka na grafe znázorňuje zmrštenie v smere osi z, ktoré nie je závislé
od miery otáčania a jeho hodnota je daná len nepresnos ,tou simulácie. Naproti tomu červená
krivka zjavne so zväčšujúcim sa k klesá.
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Kapitola 9

Záver

V prvej časti svojej práce som sa pokúsil zhrnú ,t známe poznatky o klasických koreláciách v
klasickej fyzike (čo je preskúmaná a dobre rozvinutá téma) a tiež o previazaní v kvantovej fyzike
(téma, ktorá bola v posledných rokoch objektom značného záujmu). V kapitole o klasických
koreláciách v kvantovej fyzike sa kombinujú publikované fakty s úvahami a závermi, ktoré
pokladám za samozrejmé a jasné a napriek tomu sa v bežnej literatúre často nevyskytujú.
Snažil som sa predloži ,t ucelený preh

,
lad problematiky z jedného poh

,
ladu, ktorý pokladám za

správny, nie však za jediný možný. Interpretácia klasických korelácií ako pozostatku viac-
časticového previazania je síce ve

,
lmi lákavá, nikdy však nebude možné ju dokáza ,t. Snažím

sa preto drža ,t známej poučky, že zo všetkých možných správnych vysvetlení daného javu je
najlepšie to najjednoduchšie.
V kapitolách o previazaných a korelovaných grafoch som sa venoval špecifickému problému

zdie
,
lania dvojčasticových korelácií na ve

,
lkých systémoch. Pre neváhované grafy som dokázal,

že vo väčšine prípadov môžu tieto korelácie na jednotlivých pároch existova ,t nezávisle, napriek
tomu však existujú výnimky, ke

,
d pre isté skupiny grafov nie je možné zostroji ,t čistý stav.

Zostáva znova vecou názoru, nako
,
lko je požiadavka na čistotu stavu podstatná. Ja sám sa

domnievam, že ve
,
lmi, nako

,
lko zmesi pokladám len za podsystémy väčších čistých systémov,

na ktorých sa tieto analýzy môžu opakova ,t. Najdôležitejším výsledkom tejto časti je však
sekcia o váhovaných previazaných grafoch. Tu som dokázal, že pri dodržaní daného horného
limitu na previazanie jednotlivých dvojíc je možné ku každému grafu zostroji ,t čistý fyzikálny
stav. Tento fakt je zaujímavý, nako

,
lko dosia

,
l , okrem špeciálnych prípadov, podobné výsledky

publikované neboli.
Ďalšia čas ,t mojej práce spočívala v skúmaní možností odhadu jednoqubitových kvantových

kanálov za predpokladu, že nemáme o kanále (kvantovej operácii) dostatok experimentálnych
dát. Po preh

,
lade známych faktov a postupov aplikovaných hlavne na rekonštrukciu stavov

som sformuloval konkrétny postup, ktorý je vhodné dodrža ,t pri nedostatku vstupných stavov.
Tento postup je založený na analógii s rekonštrukciou stavov a zaručuje maximálnu možnú
konzervativitu výsledku. Porovnal som ho aj so situáciou, ke

,
d na známe experimentálne dáta

bola použitá metóda Maximum Likelyhood, ktorá vo svojej podstate dáva najlepšie možné
výsledky, avšak za cenu vysokej výpočtovej náročnosti.
Obe tieto metódy som s úspechom použil aj na získanie fyzikálnych odhadov nefyzikálnych

operácií. Prvá je obmedzená na istú triedu týchto kanálov (minimálne linearita a pozitivita
je nutnou podmienkou, efektívne sa s jej pomocou teda dajú odhadova ,t len také operácie,
ktorých jediný nedostatok je nesplnenie požiadavky úplnej pozitivity). Druhá vie pracova ,t
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prakticky s
,
lubovo

,
lnými dátami, dá sa preto použi ,t (aspoň na prvé priblí̌zenie, z dôvodu

ohraničenej presnosti práce a nutnosti plne numerického postupu) na odhad
,
lubovo

,
lnej jed-

noznačnej operácie.
Mnoho otázok zostáva stále otvorených. Zaujímavou výzvou je miera klasických korelá-

cií, ktorá by bola kompatibilná s konkurenciou alebo previazaním formovania. Pokia
,
l by sa

podarilo podobnú mieru nájs ,t (najs
,
lubnejšie sa zatia

,
l ukazuje skúša ,t iné entropie s použitím

definície indexu korelácie či vzájomnej informácie), bolo by možné pracova ,t na váhovaných
korelovaných grafoch. Verím, že práve tu by sa mohli ukáza ,t zaujímavé výsledky, pretože aj
pri

,
lubovo

,
lne slabých koreláciách sa na čistých stavoch ukazovali isté obmedzenia. Naviac, vo

ve
,
lmi vzdialenom horizonte by miera klasickej korelácie mohla vies ,t k pochopeniu a nájdeniu

miery viacčasticového previazania.
Ďalšou témou sú logické siete na prípravu stavov. Je známy fakt, že každý stav sa dá

pripravi ,t, vo všeobecnosti je však na to potrebné použi ,t exponenciálne množstvo hradiel. Z
experimentálneho h

,
ladiska, vzh

,
ladom na chybovos ,t súčasných i budúcich zariadení, je tento

postup neakceptovate
,
lný a je nutné h

,
lada ,t postupy (špecifické pre dané triedy stavov), ktoré

umožnia jednoduchšiu prípravu. Toto je zaujímavé hlavne v súvislosti so stavmi navrhovanými
pre korelované a previazané grafy. Pre váhované grafy sa podarilo nájs ,t sie ,t, ktorá používa
počet hradiel úmerný počtu previazaných párov, teda maximálne kvadraticky závislý od poč-
tu qubitov. V tejto oblasti spolupracujem so svojím diplomantom na všeobecnom riešení
problému za pomoci počítačového programu.
Ak v súvislosti so systémami mnohých častíc hovorím o grafoch, bolo by zaujímavé aj

využíva ,t niektoré známe vety z teórie grafov, ktoré by prípadne mohli vnies ,t viac svetla do
problému zdie

,
lania previazania. Pokračujú práce na možnom ”sčítavaní grafov”, teda analýze

toho, ako sa mení previazanie jednotlivých dvojíc qubitov v prípade, že robíme konvexnú
kombináciu dvoch stavov reprezentovaných rôznymi váhovanými grafmi. Ukazuje sa, že pri
danom pomere stavov nie je možné len z grafov urči ,t, aké budú výsledné previazania. Snažíme
sa zisti ,t, aké

,
dalšie údaje by bolo potrebné uvádza ,t v grafe (napríklad rozšíri ,t váhu z reálneho

kladného čísla na komplexné), aby bolo možné urči ,t graf výslednej kombinácie stavov len na
základe znalosti grafov stavov, z ktorých kombinácia vzniká a, pochopite

,
lne, jej pomeru.

V súvislosti s odhadmi operácií bude zaujímavé skúma ,t konkrétne experimentálne dáta a
porovnáva ,t naše výsledky s pôvodnými, hlavne v prípadoch, kde sa v experimente pracovalo
s nedostatkom dát alebo systematickými chybami. Konkrétna spolupráca v tejto oblasti pre-
bieha so skupinou Prof. Christofa Wunderlicha z National university of Ireland, Maynooth.
Ďalšou otázkou je použitie spomínaných metód rekonštrukcie na rôzne nelineárne pozitívne
operácie a h

,
ladanie ich fyzikálnych lineárnych priblí̌zení.

Nazdávam sa, že problematika kvantového spracovania informácie, niektorým aspoektom
ktorej je venovaná táto práca, je ve

,
lmi zaujímavá a pozornos ,t, ktorá sa jej v súčasnosti na

celom svete venuje povedie k prevratným výsledkom. Hoci je pravdou, že teória predbieha o
mnoho d́ľzok experimentálne výsledky, je dobré by ,t pripravený na čas, ke

,
d sa aj v tomto smere

pohnú veci výrazne dopredu. Nádeje, ktoré sa vkladajú do kvantových počítačov či kvantovej
komunikácie sú aj medzi laickou verejnos ,tou ve

,
lké a bolo by ich dobré, aspoň z dlhodobého

h
,
ladiska, nesklama ,t.
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Dodatok A

Váhované grafy

A.1 Výpočet konkurencie

V tomto dodatku prevediem výpočet konkurencie stavu vo forme (6.32), teda

|Ψi = α (|00...00i+ |11...11i) +
X
{i,j}

γij
¡
|11iij|00...00iij + |00iij|11...11iij

¢
, (A.1)

kde reálne kladné parametre α a γij sṕlňajú normalizačnú podmienku

2α2 + 2
X
{i,j}

γ2ij = 1. (A.2)

Sumy v rovniciach (A.1) a (A.2) prebiehajú pre v́setky i 6= j, i, j ∈ N̂ tak, že {i, j} = {j, i}
a teda γij = 0 pre i < j. Špecifická forma stavu (A.1) má za následok relatívne jednoduchú
výslednú dvojqubitovú maticu hustoty:

ρij =

⎛⎜⎜⎝
A 0 0 F
0 B E 0
0 E B 0
F 0 0 A

⎞⎟⎟⎠ , (A.3)

kde sme použili označenie

A = γ2ij + α2 +
X
{k,l}

γ2kl ; (A.4)

B =
X
k

¡
γ2kj + γ2ki

¢
;

E = 2
X
k

γkiγjk ;

F = 2αγij .

Všetky sumy v (A.4) bežia cez vo
,
lné parametre k (a l), kdežto i a j špecifický, fixovaný pár

v grafe. naviac požadujeme splnenie podmienky i 6= k 6= l 6= j.
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Vhodná forma matice (A.3) nám umožní vypočíta ,t odmocniny vlastných hodnôt matice
R (3.42)použitej pri výpočte konkurencie:

λ1 = A+ F ; (A.5)

λ2 = A− F ;

λ3 = B +E ;

λ4 = B −E .

Ke
,
dže koeficienty A,B,E, F sú kladné, jediní kandidáti pre maximálnu vlastný hodnotu sú

λ1 a λ3. Definujme
,
dalej

γmax = max
i,j
(γij) . (A.6)

S využitím podmienky
α ≥ 2γmax

√
N − 2 (A.7)

vidíme, že λ1 ≥ λ3 a všeobecné vyjadrenie konkurencie stavu pod
,
la (A.1) je

Cij = max

⎧⎨⎩2
⎛⎝2αγij −X

{k,i}

γ2ki −
X
{k,j}

γ2kj

⎞⎠ , 0

⎫⎬⎭ . (A.8)

A.2 Dôkaz konvergencie iteračnej metódy

Označme konkurencie, ktoré sú dané požadovanou konfiguráciou grafu, ako Cij. V
,
dalšom

budem používa ,t hrubé C na označenie požadovaných konkurencií, aby som ich odlíšil od
akýchko

,
lvek priebežných výsledkov získaných v priebehu iteračnej metódy.

Ako bolo spomenuté v hlavnom texte, iterácia začína zo špecifického stavu (6.32), pričom
všetky gamy sú rovnaké a určené rovnicou

γ
(0)
ij ≡

λp
2 +N(N − 1)λ2

. (A.9)

Parameter λ je definovaný ako

λ =

p
4(N − 2)2 + 2N(N − 1)− 2(N − 2))

N(N − 1) . (A.10)

Zodpovedajúce dvojčasticové konkurencie sa teraz dajú jednoducho spočíta ,t:

C
(0)
ij =Cmax = 2

³
α(0)γ

(0)
ij − 2(N − 2)(γ

(0)
ij )

2
´

=

√
6N2 − 18N + 16− 2N + 4

N(N − 1) . (A.11)

Pripomeniem ešte fakt, že parametre α(0) a γ
(0)
ij sú previazané normalizačnou podmienkou

(6.33), takže α je priamo určený pomocou γij a nie je použite
,
lný pre iterovanie. Samozrejme,

rovnako musí by ,t za každých okolností splnená aj podmienka (6.35), ktorá zaručuje platnos ,t
výsledku pre konkurencie.
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Zavediem teraz potrebné označenie. Definujem usporiadanú množinu všetkých dvojíc
qubitov na grafe, pričom každá dvojica sa bude nachádza ,t v danej množine práve raz. V
každom iteračnom kroku sa zmení práve jeden parameter γkl pre daný pár qubitov {k, l},
pričom všetky ostatné parametre γ ostanú nedotknuté (je doležité pripomenú ,t, že so zme-
nou

,
lubovo

,
lného γ sa mení aj parameter α). Predpokladajme teraz, že po n-tom iteračnom

kroku sú splnené podmienky (6.36) a (6.35) a α(n),γ(n)ij sú stále kladné (v prvom kroku je táto
podmienka triviálne splnená). Potom

C
(n)
ij ≥ Cij ; (A.12)

α(n) ≥ 2
√
N − 2γ(n)max ; (A.13)

0 < α(n) ≤ 1 0 ≤ γ
(n)
ij < 1 , (A.14)

platí pre všetky i,j. Parameter γ(n)max je definovaný rovnako ako v rovnici (A.6), teda

γ(n)max = max
i,j
(γ
(n)
ij ). (A.15)

V tomto iteračnom kroku zoberiem pár qubitov, ktorý v usporiadanej množine nasleduje
za párom, ktorý sme spracovali v kroku n. Označme tento pár {i, j}. V nasledujúcom kroku
prebehnú tieto zmeny:

γ
(n+1)
ij =

U (n) − V (n)

2
; (A.16)

α(n+1) =
U (n) + V (n)

2
, (A.17)

kde

U (n) =

∙
(α(n) + γ

(n)
ij )

2 +
1

2
(Cij − C

(n)
ij )

¸1/2
;

V (n) =

∙
(α(n) − γ

(n)
ij )

2 − 1
2
(Cij − C

(n)
ij )

¸1/2
.

Žiaden z ostatných parametrov sa pritom nezmenil. Rozoberiem teraz nieko
,
lko vlastností

iteračného kroku:

(1) α(n+1) a γ(n+1)ij sú riešením rovnice

α(n+1)γ
(n+1)
ij = α(n)γ

(n)
ij +

1

4

³
Cij − C

(n)
ij

´
a teda pod

,
la rovnice (6.34) máme

C
(n+1)
ij = max

⎧⎨⎩2
⎛⎝2α(n+1)γ(n+1)ij −

X
{k,i}

(γ
(n+1)
ki )2 −

X
{k,j}

(γ
(n+1)
kj )2

⎞⎠ , 0

⎫⎬⎭
= max {Cij, 0} = Cij. (A.18)

(2) α(n+1) a γ(n+1)ij sṕlňajú normalizačnú podmienku (6.33).
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(3) γ
(n+1)
ij and α(n+1) sú kladné a sṕlňajú podmienku

0 ≤ γ
(n+1)
ij < γ

(n)
ij ; (A.19)

α(n) < α(n+1) ≤ 1. (A.20)

(4) Z rovníc (A.19) a (A.20) dostávame

α(n+1) > α(n) ≥ 2
√
N − 2γ(n)max ≥ 2

√
N − 2γ(n+1)max . (A.21)

Z toho je zrejmé, že podmienka (A.13) platí aj pre krok (n+ 1).

(5) Konkurencie pre k, l 6= i, j sa menia nasledovne

C
(n+1)
kl = 2

⎛⎝2α(n+1)γ(n+1)kl −
X
{k,m}

³
γ
(n+1)
km

´2
−
X
{l,m}

³
γ
(n+1)
lm

´2⎞⎠ (A.22)

= 2

⎛⎝2α(n+1)γ(n)kl −
X
{k,m}

³
γ
(n)
km

´2
−
X
{l,m}

³
γ
(n)
lm

´2⎞⎠
> 2

⎛⎝2α(n)γ(n)kl −
X
{k,m}

³
γ
(n)
km

´2
−
X
{l,m}

³
γ
(n)
lm

´2⎞⎠
= C

(n)
kl

a pre k = i

C
(n+1)
il = 2

⎛⎝2α(n+1)γ(n+1)il −
X
{i,m}

³
γ
(n+1)
im

´2
−
X
{l,m}

³
γ
(n+1)
lm

´2⎞⎠ (A.23)

= 2

⎛⎝2α(n+1)γ(n)il −
X
{i,m}

³
γ
(n+1)
im

´2
−
X
{l,m}

³
γ
(n)
lm

´2⎞⎠
> 2

⎛⎝2α(n)γ(n)kl −
X
{i,m}

³
γ
(n)
im

´2
−
X
{l,m}

³
γ
(n)
lm

´2⎞⎠
= C

(n)
il .

Rovnaký výsledok dostaneme z dôvodu symetrie aj pre k = j.

Týmto som ukázal, že po danom iteračnom kroku bude pre fixné i, j (teda pre istú dvojicu
qubitov) C(n+1)

ij = Cij a všetky ostatné konkurencie sa zväčšia. Podmienka pre všetky i, j

C
(n+1)
ij ≥ Cij zostane zachovaná a stav definovaný v (6.32) s parametrami γ

(n+1)
ij môže by ,t

použitý pre
,
další iteračný krok.
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Celá iteračná procedúra teda bude definovaná postupnos ,tami parametrov
©
α(n)

ª∞
n=0

an
γ
(n)
ij

o∞
n=0

pre každý pár i,j (teda pre každú dvojicu qubitov, každú hranu váhovaného previa-

zaného grafu). Všetky postupnosti sú monotónne a ohraničené, majú teda limitu. Označme
tieto limity α a γij

α = lim
n→∞

α(n) ⇒ α ∈ (0, 1i; (A.24)

γij = lim
n→∞

γ
(n)
ij ⇒ γij ∈ h0, 1). (A.25)

Vyberieme a zafixujeme dvojicu parametrov i a j a ukážeme, že

lim
n→∞

C
(n)
ij = Cij. (A.26)

Najskôr definujme postupnos ,t {k(n)}∞n=0 nasledovne: k(1) = p, kde p je poradie {i, j} vo
vyššie definovanej postupnosti párov qubitov, a k(n) = p+ nN(N−1)

2
. Potom

C
(k(n))
ij = Cij. (A.27)

Rovnica (A.26) je rovnocenná definícii

(∀ ε ∈ R, ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀n ∈ N, n > n0)
³
|C(n)

ij −Cij| < ε
´
. (A.28)

Vyberme fixný parameter ε. Teraz musíme nájs ,t také n0, aby sṕlňalo definíciu (A.28). Ke
,
dže

postupnosti
©
α(n)

ª∞
n=0

a
n
γ
(n)
kl

o∞
n=0

limitu majú, sú to Cauchyovské postupnosti, a preto

(∀ τ ∈ R, τ > 0) (∃m0 ∈ N) (∀n,m ∈ N, n,m > m0) (∀{k, l})
µ |α(n) − α(m)| < τ

|γ(n)kl − γ
(m)
kl | < τ

¶
,

kde
τ =

ε

4N(N − 1) . (A.29)

Pre dané τ existuje také m0, že vlastnos
,t (A.29) je splnená a môžeme zadefinova ,t n0 ako

n0 ≡ k(m0) > m0. (A.30)

Teraz spočítame hodnoty |C(n+1)
ij − C

(n)
ij | pre n + 1 > n0 a n + 1 /∈ {k(n)}∞n=0. Posledná

podmienka vyjadruje fakt, že (n + 1) iteračný krok nemení γ(n)ij . Z rovníc (A.22) a (A.23)
dostaneme dve možnosti výsledku, bu

,
d¯̄̄

C
(n+1)
ij − C

(n)
ij

¯̄̄
= 4

¯̄
α(n+1) − α(n)

¯̄ ¯̄̄
γ
(n)
ij

¯̄̄
< 4τ < 8τ , (A.31)

alebo

|C(n+1)
ij − C

(n)
ij | =

¯̄̄
4(α(n+1) − α(n))γ

(n)
ij − 2(γ

(n+1)
il )2 + 2(γ

(n)
il )

2
¯̄̄

< 4
¯̄
α(n+1) − α(n)

¯̄ ¯̄̄
γ
(n)
ij

¯̄̄
+ 2

¯̄̄
γ
(n+1)
il − γ

(n)
il

¯̄̄ ¯̄̄
γ
(n+1)
il + γ

(n)
il

¯̄̄
< 8τ,
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kde γ(n)il je parameter, ktorý bol menený v (n+ 1) iteračnom kroku.
Nakoniec môžeme pre n > n0 konštatova

,t, že ak n ∈ {k(n)}∞n=0, potom |C(n)
ij −Cij| = 0.

A opačne, v́zdy existuje také u ∈ N0, že

n ∈ hk(m0 + u), k(m0 + u+ 1)i. (A.32)

Dostávame teda

¯̄̄
C
(n)
ij −Cij

¯̄̄
=

¯̄̄̄
¯̄(C(n)

ij − C
(n−1)
ij ) + (C

(n−1)
ij − C

(n−2)
ij ) + · · ·+ (C(k(m0+u))

ij −Cij)| {z }
=0

¯̄̄̄
¯̄

<
8N(N − 1)τ

2
= ε.

Potom ale musí plati ,t, že

Cij = lim
n→∞

C
(n)
ij = lim

n→∞
2

⎛⎝2α(n)γ(n)ij −
X
{k,i}

(γ
(n)
ki )

2 −
X
{k,j}

(γ
(n)
kj )

2

⎞⎠
= 2

⎛⎝2αγij −X
{k,i}

γ2ki −
X
{k,j}

γ2kj

⎞⎠.

Všetky ostatné podmienky zostávajú v platnosti aj v limitnej forme. Ke
,
dže celý postup sa

dá zopakova ,t pre
,
lubovo

,
lné fixované i a j, dostávame tak potrebné parametre γij definujúce

stav (6.32), ktorý zodpovedá želanej konfigurácii.
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Dodatok B

Publikácie a príspevky na
konferenciách

Články v časopisoch:

• M. Plesch, Stabilization via convariant symmetrization, Acta Physica Slovaca 52 (2002)
409

• M. Plesch and V. Bužek, Entangled graphs: Bipartite correlations in pure multipartite
states, Physical Review A 67, 12322 (2003)

• M. Plesch and V. Bužek, Entangled graphs, Quantum Information and Computation 2,
530-539 (2002)

• M. Plesch and V. Bužek, Entangled graphs II: Classical correlations in multi-qubit en-
tangled systems, Physical Review A 68, 12313 (2003)

• M. Plesch, J. Novotný, Z. Dzuráková a V. Bužek, Controlling bipartite entanglement in
multipartite states, Journal of Physics A 37, issue 5, 1843 - 1859 (2004)

• M. Ziman, M. Plesch a V. Bužek, Reconstruction of superoperators from incomplete
measurements, quant-ph 0406088 (2004), prijaté na publikáciu vo Foundations of Physics
(2004)

• M. Ziman, M. Plesch a V. Bužek, Process reconstruction: from unphysical to physical,
zaslané do Physical Review Letters

Príspevky na konferenciách:

• IV Adriatico Research Conference on Quantum Interferometry, Trieste, 11. až 15.3.2002,
poster Entangled Graphs

• Young European Physicists meeting 2002, Obergurgl, 20. až 25.4.2002, prednáška En-
tangled Graphs: Bipartite correlations in multipartite states,
www.quniverse.sk/plesch/graphs_Obergurgel.ppt
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• ERATO workshop on Qunatum Information Science, Tokio, 5. až 8.9.2002, prednáška
Entangled Graphs: Bipartite correlations in multipartite states,
www.quniverse.sk/plesch/graphs_EQIS.ppt

• Tamagawa university, Tokio, 12.9.2002, prednáška Bipartite correlation and entangle-
ment in multipartite states, www.quniverse.sk/plesch/pub/graphs_Tokyo.ppt

• EURESCO conference on Quantum Optics, San Feliu, 20. až 26.9.2002, poster Bipartite
correlation in multipartite states, www.quniverse.sk/plesch/pub/graphs_poster.ppt

• Týždeň absolventov Matfyzu, FMFI UK Bratislava, 19.12.2002, prednáška Kvantové
korelácie v mnohǒcasticových systémoch, www.quniverse.sk/plesch/pub/TAM1.ppt

• Workshop QIPC 2003, Oxford, 25.7.2003, prednáška Entangled graphs,
www.quniverse.sk/plesch/pub/graphs_oxford.ppt

• Stretnutie IQING, Garching, 2.-5.12.2003, prednášky Entangled graphs, Operation to-
mography,

www.quniverse.sk/plesch/pub/graphs_garching.ppt

• Pracovná cesta Peking, Hefei, 5.-26.5.2004, štyri prednášky na univerzitách v Hefei a
Pekingu,

www.quniverse.sk/plesch/pub/Cina.zip

• Workshop QIPC 2004, Rím, Taliansko, 20.-22.9.2004, prednáška Reconstrucions of quan-
tum channels from incomplete data,

www.quniverse.sk/plesch/pub/tomography.ppt
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