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Kapitola 1
Uvod

Kvantovd komunikdcia, ako vlajkova lod” vyuzitia nerelativistickej kvantovej mechaniky v
praxi, prelomila za posledny rok pomyselni bariéru a prekrocila brany laboratérii. Objavili sa
prvé zariadenia vyuzivajuce existujice telekomunika¢né optické vldkna, ktorych rozmery (ale
i cena) nebrania aj praktickému vyuzitiu [1]. Zatial sa dd hovorit’ len o prvej lastovicke. Prak-
tické problémy spojené hlavne s nizkym dosahom rdtanym v desiatkach kilometrov, nizkou
spol'ahlivostou a extrémne malou priepustnostou totiz zatial’ brania masovejSiemu rozsireniu.
No predsa je to dobra sprava aj pre teoretickych fyzikov pracujicich v tejto oblasti.

Nase pochopenie kvantovej fyziky a vSetkého ¢o s tym suvisi sa od ¢ias Schrodingera
2], ale aj Bella [3] znac¢ne rozsirilo. Niekedy sa vsak zdd, ze uspesné zodpovedanie jednej
otdzky otvara niekolko d’alsich. Je preto dolezité aj v pripadoch, ked’ je konkrétne vyuzitie
formulovanej tedrie nejasné alebo prakticky nemozné, hl'adat’ odpovede na otvorené otdzky:.

Vo svojej préci sa venujem problému klasickych i kvantovych koreldcii (previazania) v
kvantovej mechanike. Sustred'ujem sa na systémy pozostdvajice z mnohych dvojhladinovych
systémov (reprezentovanych napriklad spinom elektrénu, polarizéciou foténu alebo atémom s
dvoma blizkymi stabilnymi hladinami). Tieto systémy budem v praci oznacovat jednotnym
pojmom qubit, z anglického quantum bit.

Na zaciatku, v druhej kapitole, predkladdm prehl'ad korelécif v klasickych systémoch. Pra-
ca samotnd sa tyka sice vyhradne kvantovej mechaniky, povazujem vsak za rozumné zdoraznit’
podobnosti, ale aj vyrazné rozdiely oproti klasickej fyzike. V tretej kapitole nasleduje prehl'ad
o previazani - kvantovych koreldcidach zalozeny na najpodstatnejsich ¢ldankoch, ktoré boli o
tejto problematike uverejnené.

Stvrta kapitola sa zaoberd klasickymi koreldciami v kvantovej fyzike. Niektoré poznatky
a definicie som Cerpal z knihy [4], v mnohych pripadoch vsak uvddzam vlastné uvahy a tvr-
denia. Vysledky mojej préce v tejto oblasti st zhrnuté v kapitolach Sest’ a sedem. V siestej,
ktora je spracovand na zdklade ¢lanku [5], sa venujem zdiel'aniu kvantovych koreldcii v systé-
moch mnohych qubitov, dvojhladinovych castic. Prezentujem tiez vysledky priamej kontroly
previazania v systéme spojené s ndvrhom moznej pripravy prislusnych stavov pomocou kvan-
tovych logickych sieti [6]. V siedmej kapitole je problematika rozsirend podla [7] tiez o klasické
korelécie.

Piata kapitola otvara pohlad do inej ¢asti problematiky. Venujem sa v nej odhadom v
kvantovej mechanike, riesenim situécii pri nedostatku experimentdlnych dét alebo ich nekon-
zistencii pri rekonstrukeii kvantovych stavov i operdcii. Uvddzam tu uz zndme a publikované
fakty. Jej prirodzenym pokracovanim je kapitola osem, spisand na zdklade publikovanych



i pripravovanych ¢ldankov [8]. Skumam v nej konkrétne sposoby rekonstrukcie kvantovych
operdcii (kandlov) ako pri nedostatku réznych vstupnych stavov, tak aj pri nedostatocnej
statistike (malé objemy merani).

V zévere prace som zhrnul ziskané poznatky a predostrel d’alsie otvorené otézky a mozné
smery vyskumu.



Kapitola 2

Korelacie v klasickej fyzike

2.1 Definicia korelacie

Korelacia dvoch javov, systémov, vysledkov merani atd. v tom najvSeobecnejSom zmysle
znamend, ze tieto spolu nejakym sposobom stuvisia. Bud’ tak, ze dej ¢i udalost’ na jednom
systéme priamo ovplyviiuje dej na druhom systéme. Alebo tiez tak, Ze oba systémy, o ktoré
sa zaujimame, v minulosti spolu interagovali a vytvorili si isty druh vézby.

Jediny sposob, akym moze vonkajsi pozorovatel ziskavat' informécie o fyzikalnom systéme je
jeho meranie. Preto sa obmedzim pri diskusii o koreldcidch len na koreldciu medzi vysledkami
merani. V prvej casti sa budem venovat’ len korelécii, ktord moze vzniknit’ medzi dvoma
systémami. Mobzeme zaviest’ dva koncepcne mierne odlisné pohlady, ktoré ale reprezentuji
stdle tu istu fyzikdlnu podstatu.

V prvom pripade definujeme koreldciu ako sivis vysledkov (vo vseobecnosti roznych) mera
ni na dvoch réznych systémoch. Typickym prikladom si dve mince, ktoré hodime do vzduchu
a po dopade meriame kazdi mincu s vysledkom panna/orol. Ak vyhodnotime $tatisticku sériu
merani pre kazdid mincu zvlast, dostaneme dve nezavislé charakteristiky jednotlivych minci.
Kazd4 minca je charakterizovand jednym redlnym c¢islom P,,.., ktoré urcuje pravdepodob-
nost’, ze pri hode touto mincou dopadne tak, aby bol viditelny orol. Ak zanedbame moznost’
dopadu na hranu, stratu mince a podobne, tak plati P,q,nq = 1 — Porei. Obe mince moze byt
charakterizované vo vSeobecnosti roznym ¢fslom, zavedieme preto PL  a P2, pre obe mince.

Ak budeme statisticky vyhodnocovat’ vysledky merani na oboch minciach a ddvat’ ich do
sivisu, na charakterizdciu celého systému dvoch minci potrebujeme az tri parametre. Systém
bude urc¢eny pravdepodobnostami

Porol,orol

Porol,panna

Ppanna,orol

Ppanna,panna =1~ Porol,orol - Ppanna,orol - Porol,panna' (21)

Nutnou podmienkou toho, ze vysledky merani na jednotlivych minciach spolu nestivisia je

Pl P2 Porol,orol (22)

orol** orol —

a vo vSeobecnosti vietky d’alsie kombindcie moznych vysledkov. Podmienka (2.2) sa da ché-
pat’ tak, ze vysledky merani si nekorelované, ak pravdepodobnost’ vyskytu konkrétnej sady
vysledkov je dand prave sicinom pravdepodobnosti vyskytu jednotlivych vysledkov zo sady.
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Druhy mozny pohl'ad na koreldciu je sivis vysledkov merani dvoch réznych vlastnosti toho
istého systému. Napriklad moézeme v lese skimat’ stromy a merat), ¢i su ihlicnaté a listnaté
(prvé vlastnost) a potom, ¢ si vysoké alebo nizke (pri vhodnom definovani zlomovej vysky
bude vysledok experimentu bindrny). Moznost’ koreldcie v tomto pripade je ovela zrejmej
sia. Kym napriklad pri spominanych minciach by sme na to, aby vznikala koreldcia, museli
pozadovat’ existenciu akejsi vonkajsej sily (napriklad ovplyviiovanie pri hode minci), tu je
to prirodzene dané existenciou spolo¢ného systému, na ktorom vlastnosti meriam (v tomto
pripade stromu).

7 teoretického pohl'adu sa v8ak jednd stdle o tu istd problematiku, preto budem v d’alsom
texte bez upozornenia prechddzat’ medzi oboma interpretdciami.

2.2 Miery korelacie

2.2.1 Korelacny koeficient

Najjednoduchsia ”miera” klasickych koreldcif medzi vlastnostami A a B systému S je korela¢ny
koeficient. Oznaéme sadu merani vlastnosti A vektorom @ (jednotlivy vysledok merania
budeme oznacovat a;) a vlastnosti B vektorom b. Korela¢ny koreficient je definovany ako
H —
a.b

K:

(2.3)

S

@]

anadobtida hodnoty v intervale K € (—1,1). Uz len z tohoto dévodu by nemohol byt korelaény
koeficient ”dobrou” mierou, pretoze pozadujeme, aby miera nadobtdala len nezdporné hodnoty
(nulovi len za predpokladu splnenia podmienky (2.2)). Tento problém by sa sice dal riesit’
umocnenim na druhi, nedostatky K su vSak podstatnejsieho razu.

Korela¢ny koeficient zachytava iba linedarnu zlozku koreldcie. Je vicsi ako nula v pripade, ak
sa vo v8eobecnosti vysledky merania veli¢iny B zvic¢suju spolu s vysledkami merania veli¢iny A
a naopak je zaporny, ak sa vysledky B zmensuju pri zvicsovani vysledkov A (v tomto pripade
sa Casto hovorf o anti-koreldcii). Tento pristup je vhodny v situdcii, ak pracujeme s velkymi
mnozstvami dat s ndhodnymi chybami a hl'addme zdkladny trend. Uz v pripadoch len o mélo
zlozitejsich pristup beznddejne zlyhava.

Zoberme situdciu, ked’

a € (~1,1) (2.4)

Vlastnosti A i B su evidentne korelované (vieme néjst’ jasny suvis medzi vysledkom oboch me-
rani, resp. ak pozndme jeden vysledok, vieme podstatne viac o o¢akdvanom druhom vysledku
ako predtym). Pri dostato¢ne velkom pocte merani vsak korelaény koeficient klesa k nule,
pretoze uz samotny skaldrny sucin v citateli klesd k nule (jednd sa o sucet rovnakych ¢isel
opa¢ného znamienka).

Korelacny koeficient tak, ako sme ho doteraz pouzivali, bol definovany pre koneény pocet
meran{ a nepredpokladali sme, Ze pozndme pravdepodobnostné rozlozenie oc¢akdvanych vysled-
kov. V opac¢nom pripade by sa definicia (2.3) zmenila na

> pijaib;
K==——_ 2.
> piai y,pib;’ (25)
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kde p;; je pravdepodobnost’ namerat’ vysledky a; a b; a
J

Pri spojitom spektre moznych vysledkov by prislusné sumy presli na integraly cez hustoty
pravdepodobnosti. Ni¢ by to v8ak nezmenilo na skutoc¢nosti, ze nenulovy korela¢ny koeficient
je postacujiicou, ale nie nutnou podmienkou existencie koreldcie medzi vysledkami merani.

2.2.2 1Index korelacie - vzajomna informaécia

Nédejnou moznostou pre definiciu dobrej miery je vyuzit’ entropiu. Index koreldcie je defino-
vany prave pomocou nej ako rozdiel entropif podsystémov a entropie celkového systému

I =54+ Sg— SaB, (2.7)

kde S je entropia (logaritmus sa chépe so zakladom 2) [9]

S=- Zpi log(pi). (2.8)

Ak je index koreldcie nulovy, znamena to, Ze celd ststava systémov A a B m4 rovnakt entropiu
ako stcet entropii jednotlivych systémov. Pri rozdeleni systému AB teda nevznikla ziadna
dodatkové entropia, nestratili sme tym ziadnu informédciu. To je mozné jedine v pripade, ak
sme ziadnu inform&ciu nemali, teda vysledky merani medzi sebou vobec nestviseli.
Dokéazeme, ze ak st merania nekorelované (Spiﬁajl’l podmienku (2.2)), index koreldcie je
nulovy. V tom pripade plati (index i sa vztahuje vzdy k meraniu veliciny A a index j k
meraniu veli¢iny B), ze
Pi-Pj = Dij (2.9)
a tiez
log p; + log p; = log p;;. (2.10)

Pre sicet entropii podsystémov moézeme pisat’
Sa+Sp = E pilogp; + E pjlogp; (2.11)
i J

= Zpij (log p; + log p;)
i,J
= ) pijlogpi; = Sas.
i,J
Maximélna hodnota indexu zdvisi pochopitelne od rozmerov systému, v ktorom pre-

vddzame merania (od po¢tu moznych vysledkov). V jednoduchom pripade 2x2 (dve mince) je
maximaélna hodnota prave jedna.



2.3 Maximalna korelacia

Na to, aby sme mohli zaviest’ a pochopit’ mieru korelécie, potrebujeme si ujasnit’ hrani¢né
pripady. V jednom okrajovom pripade je to jasné, merania si nekorelované vtedy a len vtedy,
ak splitaji podmienku (2.9), vtedy pozadujeme, aby miera bola nulové. Kedy st viak vysledky
merani maximélne korelované?

Intuitivny pohlad je ten, ze urcite vtedy, ak budu vzdy rovnaké, teda a; = b;. Koeficient
korelécie je v tomto pripade rovny jednej, ale hodnota indexu zavisi od toho, aka velkd je
entropia podsystémov (kedze v tomto pripade budu vsetky tri entropie z rovnice (2.7) rov-
nakeé, staci uvazovat’ jednu). T4 zasa zévisi od pravdepodobnostného rozlozenia ocakavanych
vysledkov.

Jeden z moznych pohladov je taky, ze maximalnu koreldciu dosahujeme len vtedy, ak
maximalizujeme index koreldcie. Vtedy musime maximalizovat’ entropiu podsystémov, ¢o
dosiahneme rovnomernym rozlozenim ocakdvanych vysledkov. Podla tejto interpretacie si
merania velicin A a B maximélne korelované len vtedy, ak sme pred meranim veliciny A
nevedeli o predpokladanom vysledku merania veliciny B vobec ni¢, ale po ziskanf vysledku a;
uz vieme s istotou predpovedat’ hodnotu vysledku b;.

Druhy pohl'ad je vseobecnejsi a pripista maximélnu koreldciu vzdy, ked’ po zmeran{ velic¢iny
A vieme s istotou predpovedat’ vysledok merania veli¢iny B.

Oba pristupy maji svoje vyhody aj nevyhody. V prvom pripade je jasné z definicie, ze
vysledky merani mézu byt’ maximélne korelované vtedy a len vtedy, ak nebola o nich dopredu
zndma ziadna apriérna informédcia. Ak hadzeme mincami, mozeme o maximélnej koreldcii
hovorit’ len vtedy, ked si mince dokonale symetrické. Akondhle by zacala vo vysledkoch
prevazovat’ jedna strana aspon u jednej mince, maximéalna koreldcia by nemohla nastat. Tento
fakt je do istej miery neprirodzeny.

Druhy pristup vykazuje este vaznejsie trhliny. Pokial prejdeme do extrému, mbézeme uvazo-
vat’systém, kde meranie veliciny A aj B ma vzdy iba jeden mozny vysledok a; a b;. Po zmerani
veli¢iny A vieme s istotou predpovedat’ vysledok merania B, systém by mal byt maximélne
korelovany. Lenze, to isté sme vedeli uz aj predtym, nez sme merali. Naviac pravdepodob-
nostné rozdelenie trividlne spliia podmienku nekoreldcie (2.9). Teda systém je nekorelovany a
zaroven maximalne korelovany!

V d’alsom budem povazovat’ dva systémy za maximalne korelované len vtedy, ak sa maxi-
malizuje index korelédcie pre dany systém.

2.4 Symetria korelacie

Ak hovorime o koreldcidch dvoch merani ¢ systémov, zviicsa sa to chape ako korelédcia vzdjom-
né. Nerozlisujeme teda koreldciu veliciny A voci velicine B a opacne. Rovnako korela¢ny
koeficient aj index koreldcie si symetrické vzhl'adom na zamenu veli¢in.

Napriek tomu nie je symetria zjavna. Predstavme si hod standardnou kockou. Meranie
veli¢iny A bude meranim konkrétneho hodeného ¢isla (so siestimi moznymi vysledkami) a
meranie veli¢iny B bude bindrne meranie parne-nepdrne ¢islo. Ak meriame kazdd veli¢inu
zv1ast, pravdepodobnostné rozdelenia si rovnaké pre kazdy mozny vysledok. Pri spojenom
merani, ak nameriame vysledok veli¢iny A (konkrétne ¢islo), s trochou matematickej zruénos-
ti vieme okamzite uréit aj vysledok pripadného merania veliciny B (¢i je ¢islo parne alebo



neparne). Velic¢iny by teda mali byt’ maximalne korelované. Na druhej strane, vysledok mera-
nia B nam eSte s istotou nestanovi vysledok merania veli¢iny A, len obmedzi mnozinu moznych
vysledkov. Preto by sme mali upravit), pre pripad rozdielne velkych mnozin vysledkov A a B,
definiciu maximalnej korelacie.

Definicia Veliciny A a B si mazximdlne korelované, ak je apriorna vedomost o vijsledkoch jed-
notlivych merani minimalna mozna, ale viysledkom zmerania jednej veliciny ziskam maximalnu
mozni informdciu o vysledku (pripadného) merania druhej veliciny.

2.5 Viacéasticové korelacie

V doterajsom texte som sa zameral len na skimanie dvojcasticovych korelédcii. Teda koreldcii
medzi dvoma systémami alebo korelécii len dvoch vlastnosti toho istého systému. Napriek
tomu, ze sa jedné o najjednoduchsiu mozni formu koreldcif, nebolo ich pochopenie jednoduché.
Pri viacerych casticiach je to eSte podstatne zlozitejsie, preto rozoberiem len pripad troch
Castic.

Trojcasticovy systém je trojcasticovo nekorelovany, ak plati

Pijk = Di-Pj-Pk; (2.12)

kde i, a k si indexy postupne referujiice na meranie vlastnosti na troch réznych casticiach.
Potom si aj kazdé dve castice trividlne nekorelované, pretoze ak zoberieme vSetky mozné
rovnice (2.12) s roznymi hodnotami k a s¢itame ich, dostdvame

S pigk =Y pipipe; (2.13)
k k
Dij = Di-Dj;

¢o je podmienka (2.9) pre prvé dve castice. Podobne ak urobime sticet cez i alebo j, dostaneme
podmienku aj pre zvy$né dvojice.

Vel'mi zaujimavé vsak je, ze opacne uz postup neplati. Existuji systémy, kde si po dvojici-
ach kazdé dve castice nekorelované, ale cely systém nespliia podmienku trojéasticovej nekorelé-
cie (2.12). Sledujme tri vlastnosti systému, oznacené A, B a C. Kazd4 z nich mo6ze nadobudat’
len dve mozné hodnoty aq, as, by, bs a ¢y, ca. Pravdepodobnostné rozlozenie systému je dané

P111 = P221 =P122 =P212 = (2-14)

O | =

Pii2 = P121=DP211 = D222 =

Ak teraz spocitame rozdelenie pre I'ubovolné dve vlastnosti (ak neberieme do uvahy tretiu),
dostdvame

1

P11 = P12 = P21 = P22 = 1 (2.15)

a tieto dve vlastnosti evidentne nie su korelované. Z definicie (2.14) je ale zrejmé, ze systém
korelovany je, pretoze nie je splnend podmienka (2.12). Takyto systém budeme nazyvat’ ¢isto
trojcasticovo korelovany. Myslime pod tym to, ze zmeranim jednej vlastnosti neziskame ziadnu
dodato¢ni informdciu o druhej ¢i tretej vlastnosti, ale ziskanim vysledkov merani dvoch vlast-
nosti uz dostaneme (akusi, v tomto konkrétnom pripade tiplni) informéciu o tretej vlastnosti.



Praktickym prikladom (ktory je vsak stdle nutné vnimat v ¢isto abstraktnej rovine) moze
byt’ situdcia, ked sledujeme tri vlastnosti stromov, a to vysku (s bindrnym vysledkom vysoky,
nizky), typ listia (listnaty, ihli¢naty) a opadavost’ v zime (opadavy, neopadavy). V lese
sa nachddzaju 4 druhy stromov (kazdy v rovnakom pocte), a to Cerveny smrek (opadavy,
vysoky, ihlicnaty), kosodrevina (neopadava, nizka, ihliénatd), lieska (nizka, opadavd, listnatd)
a suchéne obrastené zimozeleiom (pri troche fantdzie vysoké, neopadavé a listnaté). Pri
prechddzke sa mbzeme snazit’ pomocou zistovania niektorych vlastnosti odhadovat’ aj zvysné.
Je zrejmé, ze ak nepozndme ziadnu vlastnost, pravdopodobnost’ toho, ze nds strom je opadavy
je 50%, rovnako ako pravdepodobnost’ ktoréhokol'vek iného vysledku (neopadavy, ihlicnaty,
nizky...). Ak sme zistili jednu vlastnost’ (povedzme, ze strom je ihlicnaty), vylucili sme dva
druhy stromov a zostala ndm uz len kosodrevina a ¢erveny smrek. Pravdepodobnost’ inych
vysledkov sa vSak nezmenila, stdle mozeme rovnako dobre zistit), ze strom je opadavy, neopa-
davy ¢i vysoky, nizky.

Pri zmerani d’alSej vlastnosti (napriklad zistime, ze strom je vysoky) vsak uz médme auto-
maticky k dispozicii aj vysledok merania tretej vlastnosti (jediny strom, ktory vyhovuje prvym
dvom vysledkom je ¢erveny smrek a ten je opadavy).

Vo v&eobecnosti mézeme sposoby koreldcie troch ¢astic zhrnit’ do nasledujiicich moznosti:

e Systém nie je vobec korelovany (spiﬁa podmienku (2.9)). Napriklad poctivé hadzanie
troch minci.

e Dve castice systému si dvojcasticovo korelované a tretia je od nich tplne nezavisla,
plati rovnica p; jr = p;,;-pr- Napriklad k dvom korelovanym minciam priddme tretiu,
nezavisli.

e Jedna castica systému je korelovand dvojcasticovo s oboma d’alsimi ¢asticami, ktoré si
ale navzdjom na sebe nezavislé. Plat{

Dijk = Pij-Pik (2.16)

a prikladom moéze byt znova sistava troch minci. Dve st hddzané nezavisle a poloha
tretej je urcovand tak, ze vysledkom jej merania je orol vtedy a len vtedy, ak na oboch
zvy$nych minciach padol orol. Vo zvysnych pripadoch meranie tretej mince déva ako
vysledok pannu.

e Vsetky tri castice st dvojcasticovo korelované. Napriklad tri mince, ktoré vzdy vykazuji
rovnaké vysledky merani.

e Castice po dvojiciach st nekorelované, ale systém nespiﬁa podmienku (2.9). Vtedy hovo
rime o ¢isto trojcasticovo korelovanom systéme a ako priklad (okrem vyssie uvedeného)
mozu slizit’ tri mince, z ktorych dve si hadzané nezévisle a tretia je ukladand tak, aby v
pripade rovnakého vysledku na prvych dvoch ukazovala orla a v opa¢nom pripade hlavu.

Pre viicsie mnozstvo Castic sa stdva systém este omnoho zlozitejsim. Rovnakym postupom
ako pre tri ¢astice mozeme zadefinovat’ ¢isto Stvorcasticovi koreldciu a d’'alej delit’ mozny stav
systému podl'a existencie ¢i neexistencie dvoj- a troj-casticovych koreldcii medzi jednotlivymi
podskupinami.

Podobne je tomu ak uvazujeme merania, ktoré maji nerovnaké mnozstvo moznych vysled-
kov. To sa dé v istom zmysle tiez reprezentovat’ ako zvic¢Sovanie poctu castic, kedze meranie
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vlastnosti so $tyrmi moznymi vysledkami mozeme formélne rozdelit’ na meranie dvoch vlast-
nosti s dvoma vysledkami, ktoré budu (vo vSeobecnosti) korelované. Preto sa v d’alsej préci
budem venovat’ vylu¢ne prvej problematike, teda velkému poctu castic s dvoma moznymi
vysledkami (dvojhladinové systémy). Nebudem uvazovat’ problémy a efekty, ktoré si spojené
s VACSIm rozmerom systému a hlavne s pripadmi, ked’ sa jednd o nesymetrické koreldcie.



Kapitola 3

Previazanie

3.1 Paradox Einsteina, Podolskeho a Rosena

Na jednu z problematickych stranok kvantovej mechaniky, s ktorymi sa s va¢simi ¢i mensimi
tspechmi pasuje fyzikdlna veda dodnes, upozornili Einstein, Podolski a Rosen v ¢lénku [2].
Pokdsili sa na zédklade niekol’kych vlastnych definicii poukdzat’ na to, ze opis reality pomocou
vlnovej funkcie nemoze byt uplny, teda ze znalost’ vinovej fukcie nezodpoveda znalosti vsetkych
faktov o systéme (svedé¢i o tom uz aj nazov ¢lanku, v preklade: ”Mozeme povazovat’ kvantovo-
mechanicky opis fyzikdlnej reality za kompletny?”).

Zdkladnd Einsteinova axiéma, ktord povazoval za nespochybnitelnd, sa tykala definicie
fyzikdlnej reality. Einstein tvrdi: ”Postacujica podmienka na to, aby sme fyzikdlnu veli¢inu
povazovali za redlnu je to, ze dokdzeme jej hodnotu pre dany fyzikilny systém predpovedat’
bez toho, aby sme narusili tento systém”. V kvantovej mechanike ale nedokdzeme s istotou
predpovedat’ hodnoty veli¢in reprezentovanych dvoma nekomutujicimi operdtormi. V zmysle
tejto argumentédcie mame teda len dve moznosti: bud’ nemozu byt obe veli¢iny naraz ”redlne”,
alebo opis prirody a reality pomocou vlnovej funkcie nie je tplny.

Zoberme na zaciatok priklad trividlneho systému s jednym stupniom volnosti, ktory sa

nachddza v stave '
W(r) — cmiltme, (3.1)

kde h je Planckova konstanta a x nezdvisld premennd. Uvedend funkcia je vlastnym stavom
operdtora hybnosti

p= (h/zm')(% (3.2)

s vlastnou hodnotou py. Nie tak ale pre operator polohy z, kde moézeme zaviest’ len hustotu
pravdepodobnosti toho, ze sa Castica nachddza v danom mieste. Ak m4 castica presne defino-
vanu hybnost’, pojem polohy ¢i siradnic v priestore nemd pre fiu ziaden fyzikdlny vyznam.
Predstavme si teraz zlozitejsi fyzikdlny systém, ktory moézeme rozdelit’ na dve casti, I a
II, so stradnicami x; a z2. Nech tieto cCasti isty cas, povedzme od t = 0 do t = T, spolu
interagovali. Po tomto ¢ase uz neumoznime ziadnu interakciu oboch systémov a preto, podla
argumentdcie v ¢lanku, ziadna zmena ¢i meranie odohravajice sa iba na systéme I nemoze
ovplyvnit’ stav systému II. Vyberme teraz dve veli¢iny A a B s vlastnymi funkciami v; a ;.
Celkovi vlnovi funkciu potom mézeme napisat’ ako rozklad podla vlastnych stavov tychto
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veli¢in (pre jednoduchost’ predpokladdme nedegenerovanost):

W (1) 9) an T1) U (x2) Zgon T1)Un(T2). (3.3)

Ak teraz prevedieme na systéme I meranie veliciny A, vysledkom moéze byt len jedna z
jej vlastnych hodnot. Pritom sa ale vlnova funkcia zredukuje na jeden jediny ¢len zo sumy v
rovnici (3.3). Ak napriklad nameriame hodnotu a;, druhy systém zostane v stave u;(z3). Ak
zasa zmeriame velicinu B a ziskame b;, druhy systém musi byt v stave v;(x2). Ked’ze ale druhy
systém "nevie”, ktori veli¢inu meriame, musia obe funkcie zodpovedat’ tej istej realite, ked’ze
neexistuje ziadna interakcia medzi systémami. Druhy systém teda musi byt’ v stave, ktorého
"realita” zodpovedd obom funkcidm u;(x3) i vj(x2) naraz. Ni¢ ale nebrani tomu, aby tieto
funkcie boli vlastnymi funkciami dvoch nekomutujicich operatorov, napriklad uz spominanej
polohy a hybnosti. To by ale znamenalo, zZe druhy systém ma redlne presne urcent aj polohu,
aj hybnost, ¢o je v prikrom rozpore s tym, ¢o tvrdi kvantovd mechanika.

V zévere ¢lanku je polozend otdzka, ¢i je naozaj popis systému pomocou vilnovej funkcie
kompletny.

Kratko po uverejneni tohoto ¢ldnku sa objavila odpoved’, ktorti publikoval Niels Bohr v
[10]. Prijal definiciu reality, uvedeni v povodnom ¢lénku, snazil sa vsak ukazat, ze problém je
niekde inde. Totiz, ze kazdy pokus ¢i experiment, ktory vykondme, musi byt vyhodnocovany
samostatne a ze nemodzeme vytvirat’ zdvery na zdklade toho, ¢o by sme mohli zmerat’, ale len
a len na zdklade toho, ¢o naozaj zmeriame. A ako vieme, naozaj zmerat mozeme len jeden z
nekomutujicich operatorov, ak zmeriame aj ten druhy, porusime stav systému.

Einstein vo svojich pamiitiach neprijal tiito argumentéciu. Povazoval aj nad’alej za nezvrd
titelny fakt, ze akékol'vek meranie ¢i ind manipuldcia so systémom I, ktory je priestorovo
separovany od zvysku systému II, nemoze ovplyvnit’ tento systém.

Jednuduchsi priklad, zakladajici sa ale na tplne rovnakej dileme ako predchddzajice,
uverejnil Bohm [11]. Predpokladajme rozpad bezspinovej ¢astice na dve ¢astice so spinom
1/2 (napriklad my — ete™), ktoré sa od seba velkou rychlostou vzdaluju. Na elektréne
mozeme vykonat’ napriklad meranie spinu v smere osi x. Dostaneme vysledok +1/2; ktory
uz s urcitostou zafixuje velkost’ spinu v smere osi x aj pre pozitrén. Rovnako dobre ale
mozeme uskutocnit’ merania aj spinu v smeroch inych osf, napriklad y ¢i z. Vychadza ndm, ze
spin pozitréonu musi byt’ teda uréeny vo vsetkych osiach, ¢o je znova v rozpore s predikciami
kvantovej mechaniky, ktora to povol'uje maximélne pre jednu os.

Z&aver zo vsetkych tychto dvah bol jednozna¢ny. Nie vsetky fakty a skuto¢nosti, ktoré sme
povazovali az doteraz za nezvratitené, mozu ostat’ v platnosti. Kvantovd mechanika vo svojej
podstate nie je lokdlnou teériou. Nézory, ¢i takou m4 ostat’ alebo sa mé (ak sa d4a) doplnit’
na kompletnejsiu tedriu, v ktorej sa obnovi lokalita, mali svojich privrzencov i odporcov. Ak
totiz prijmeme definiciu fyzikdlnej reality, kvantovd mechanika vo svojej vtedajsej i sticasnej
podobe idi ruka v ruke s porusenim lokality. Ak naopak postavime na prvé miesto poziadavku
lokélnosti, poprieme definiciu reality, ¢o bolo napriklad pre Einsteina neakceptovatelné.

3.2 Bellove nerovnosti

Velky prinos v hladani odpovede na otdzku, ¢i je potrebné doplnit’ popis reality vlnovou
funkciou este o skryté parametre, ktoré by zabezpecili zachovanie lokality v kvantovej mechanike,
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priniesol Bellov ¢lanok [3]. Autor v fiom ukazuje, ze akdkol'vek tedria, ktord v sebe obsahuje
skryté parametre a zachoviva predpovedné vlastnosti kvantovej mechaniky, musi byt’ nelokal-
na. A tiez opacne, akdkol'vek lokdlna tedria skrytych parametrov ddva pri vhodnych pokusoch
Statisticky iné vysledky ako kvantovd mechanika. Kvantovd mechanika totiz v Statistickych
vysledkoch pripusta korelédcie, ktoré si prilis silné na to, aby sa dali vysvetlit’ pomocou klasickej
fyziky.

Argumentéciu previedol na zjednodusenom priklade dvoch ¢astic spinu 1/2 z [11]. My
sa na zaciatok ale pozrime na jednoduchy priklad z klasickej fyziky [12]. Predstavme si maly
balén, ktory po vypusteni vo vel'kej vyske praskne a rozpadne sa na dve casti, ktoré sa od seba
vzd’al'uji. Kazdé z nich ma nejaky moment hybnosti, ale celkovy moment hybnosti je nula
(predpokladédme, ze balén sa pred prasknutim neotdcal). Oznaéme momenty hybnosti tychto

Castic ako 7{ a j; Urcime tiez dva jednotkové vektory N1 a Ny, V smere ktorych budeme
merat’ momenty hybnosti casti baléna. V skuto¢nosti nds ani nezaujima vel'kost’ momentu,
ale len jeho smer, budeme teda merat’ veli¢inu a = sign (W e 7) Vysledok bude vzdy +1,
Specidlny pripad nulového priemetu je pri vel’kom mnozstve Statisticky nezaujimavy a modzeme
ho obist’ napriklad definovanim funkcie sign ako +1 aj pre nulovy vyraz v zédtvorke.

Ak pouzijeme vela balénov, ktoré nechdme prasknit, mozeme vykonat’ vel'a merani pri
rovnakych hodnotach N1 ans. Mozeme hladat’ priemerni hodnotu a; ¢i ap (priemetu momentu
hybnosti jednych ¢i druhych ¢asti baléna), ktoré by podla statistickych zékonov mali klesat’

s poc¢tom merani N ako (a) ~ \/—% Ak ale hl'addme koreldciu vysledkov merani, td4 uz vo

& : : , — =
v8eobecnosti nevymizne. Napriklad pre n; = ns bude

J 4J

a @

(a1a2) = N T -1, (3.4)
j
lebo a; = —as pre 'ubovol'né meranie. Toto vyplyva z poziadavky celkovo nulového momentu
hybnosti oboch ¢asti baléna. Ak spoc¢itame vyraz (3.4) vseobecne, dostaneme koreldciu
2a
(a1az) = — L, (3.5)

: c = = ,
kde « je uhol medzi n{ a ny v tomto poradi.

Pokrac¢ujme teraz v nasich ivahach. Predstavme si, Zze balén zmensifme natol’ko, Ze sa za-
¢ne spravat’ podla zdkonov kvantovej fyziky a oznacime si jeho stav 1. Jeho prasknutie moze
zodpovedat napriklad uz spominanému rozpadu my — ete~ a meranie znamienka momen-
tu hybnosti zamenime za meranie spinu elektrénu a pozitrénu pomocou Stern-Gerlachovho

, . . S d — — — . . , v .
pristroja. Meriame teda pozorovatelné o o ny a g3 o n; (priemety spinu na prislusné osi),
ktorych vlastné hodnoty si znova len +1. Ak vyuzijeme skutocnost’, ze celkovy spin systému
. , . . . ) — o —
je nulovy, matematicky vyjadreni vztahom o1y = —o31, dostaneme

(ayay) = —nj oy = — cos(a). (3.6)

Z porovnania s (3.5) je zrejmé, Ze koreldcie v kvantovej mechanike mozu byt pre vsetky pripady
(okrem trividlnych, ked’ je koreldcia nulovd alebo maximdlna) silnejsie ako klasické. Bell ale
ukdzal d’aleko viacej. Nehovorf len o porovnan{ klasickej a kvantovej mechaniky. Hovorf o tom,
aké vlastnosti musi mat’ tedria, ktord je lokdlna. Zaroven ale ukazuje, ze kvantovd mechanika
tieto vlastnosti nemd a déva tak moznost’ jednoznacne pomocou experimentu overit), ¢i je
moznd existencia ”lepsej”, kompletnejsej tedrie, ako to navrhovali Einstein, Podolski a Rosen.
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Predstavme si teraz dva linedrne polarizované fotény, ktoré vznikli napriklad na spolo¢nej
SPS! kaskdde a maji rovnakd polarizaciu. Fotény letia rozliénymi smermi a v dostatocnej
vzdialenosti od seba, aby sme vylucili akékol'vek vzdjomné ovplyviiovanie, budd vystavené
meraniu svojej polarizdcie. Nazvime pre nazornost’ apardty, ktoré budd merat’ polarizaciu
prvej a druhej castice Alica a Bob. Obaja maji moznost’ zvolit’ si smer svojho merania (az
potial'to je scendr zhodny s prikladom s balénom) ako jednu z dvoch moznosti. Alica mé na
vyber smery n, a n., Bob n; a n, (tu je délezité to, ze dva z troch pripustnych smerov st presne
rovnaké). Oznacme vysledky merani a,b a ¢ (nadobidaji hodnotu 41, znamenaju v pripade
+1 polarizaciu zhodni s meranym smerom a v pripade —1 polarizaciu kolmi), pricom vieme,
7e ak sa obaja rozhodnd pre meranie v smere vektora n., vysledok im musi vyjst’ rovnaky.
Vieme teraz napisat’ identitu, ktord plati bez ohl'adu na to, ktoré merania sa uskutoc¢nili:

a(b—c)=+(1-"bc). (3.7)

Jednoduchym overenim pripustnych moznosti pre a,b a ¢ sa mdzeme presvedcit, ze skutocne
plati, hoci v skuto¢nosti moézeme na zdklade merania ziskat’ len dva z troch idajov v rovnici.
Predpokladajme ale, ze mame akusi (nijak blizsie neurcent) deterministicki lokdlnu tedriu
skrytych premennych. V tomto pripade musia byt’ vietky tri vysledky dopredu a-priori dané
a mozu zavisiet’ len na hodnote premennych, ktoré si ¢astice mozu niest’ zo sebou. Oznacme
mnozinu tychto premennych )\;, kde i oznacuje poradové ¢islo pokusu (budeme pracovat s
mnohymi ¢asticami). Lokdlnost’ vyzaduje, aby \; nezédviseli od smeru merania (Castica v mi-
este, kde sa nachddza Alica nesmie vediet), v akom smere uskutoc¢niuje meranie v tom okamihu
Bob).
Napisme teraz identitu (3.7) pomocou skrytych premennych:

a(Ai) (b(Ai) — c(Ai)) = £ (1= b(Ai)e(N)) (3-8)

Kedze nepozname )\; pre jednotlivé pokusy, ani sposob ako ovplyviiuju vysledok, rovnica (3.8)
nam neddva ziadnu informdciu. Mo6zeme ale urobit’ priemer cez mnohé pokusy a dostdvame
vztah nazyvany Bellova nerovnost*

[{ab) — {ac)| <1 = (be), (3.9)

kde (ab) je ziskané ako sicet vsetkych a(\;)b(\;) predelenych poctom pokusov. Inymi slovami
je {ab) koreldcia vysledkov merani v smeroch 7, a 7.

Pozrime sa teraz na kvantovi mechaniku. T4 tiez nedokdze predpovedat’ vysledky jedi
ného pokusu, ale statistické vysledky dno. Tieto vysledky sa naviac dajui experimentélne
pozorovat’, teda otdzku, ¢i je spravna kvantovd mechanika alebo existuje lokdlna tedria skrytych
parametrov, mdze vyriesit’ spravne postaveny experiment. Koreldcie v kvantovej mechanike st
dané vzajomnymi uhlami medzi smermi merania. Ak ozna¢ime odklon smeru 7, od definovanej
osi o a podobne (5 a v, nerovnica (3.9) nadobudne tvar

|cos2(av — B) — cos 2(av — y)| < 1 —cos2(6 — ). (3.10)

1SPS oznacuje skratku pre typ kaskddy, kde elektrény postupne prechddzaji do nizsieho energetického
stavu. VSeobecne zo stavu sy cez stav py do stavu sg, presne to zdvisi vzdy od typu pouzitych atémov.
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Tu uz nie je ale ziaden problém ndjst’ také uhly, pre ktoré by nerovnost’ nebola splnend, su to
napriklad

a=0°
5= 30°
v = 60° (3.11)

a mozeme teda pisat], ze za istych okolnosti kvantovd mechanika porusuje Bellove nerovnos-
ti.

Uved'me teraz jeden este nazornejsi priklad, podla ¢lanku [18]. Uvazme konkrétny stav
dvoch castic so spinom % v tvare

47) = —=(101) ~ 10)) (312)
V2 ’ '

teda v stave s nulovym celkovym spinom. Budeme merat’spin oboch ¢astic (znova si pomozeme
oznacenim Alica a Bob) v roznych smeroch. Ozna¢me tentokrat smer, v ktorom meria Alica
ako n, a Bobov smer ako n;. Pravdepodobnost, ze ndm oba aparéty ozndmia vysledky +1,
teda Ze oba spiny boli zmerané v smere otocenia meracieho Stern-Gerlachovho pristroja bude
zavisla len od vzdjomného uhla medzi 7, a n; (celkovy spin je nulovy a nie je teda dopredu
urceny ziaden vyznamny smer) a bude dang

Pyl ) = (150 4 e og (L + mani ) = 71 —cost),  (313)

kde o posobi na prvi a o, na druhu éasticu a 6 je uhol medzi n, a ny,. Rovnakd pravde-
podobnost’ ziskame aj pre oba spiny otocené opacne, teda pre vysledky —1:

P, ) = (050~ maes (1 - mas)e ) = 71— cosh).  (3.14)

Zoberme teraz tri rozne osi ny, ny, n3 s tym, ze medzi kazdymi dvoma bude uhol s kostnusum
rovnym 1/2. Podla kvantovej mechaniky plati pre sicet pravdepodobnosti namerat’ na jed-
notlivych dvojiciach osf spiny hore:

P(nl,ng) + P(Ill, 113) + P(Ilg, Ilg) = 3. = —= (315)

N —
(0]

1
1
Rovnako to bude aj pre oba spiny dole, spolo¢nd pravdepodobnost’ pre nameranie rovnakého

spinu teda bude 5

P++ + P,, = Z
Podl'a klasickej fyziky ale tato pravdepodobnost’ musi byt rovnd jednej! Ak je totiz priemet
spinu na kazdud os ur¢eny dopredu, mam k dispozicii tri osi a len dva mozné vysledky merania
(hore-dole), musi aspon na jednej dvojici osi padnit rovnaky spin. Rovnako, ako ked’ mam v
ruke tri mince a hodim ich na stol. Nech sa deje, ¢o sa deje, vzdy mi padni aspon dva znaky
alebo dve hlavy, ziaden iny vysledok nie je mozny.

(3.16)
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3.3 CHSH nerovnost’

Pri odvodzovani Bellovej nerovnosti? sme vybrali §pecidlny pripad. Hoci oba meracie pristroje,
Alica aj Bob, mali kazdy moznost’ vybrat’ si jeden z dvoch smerov, v ktorych budi merat’ po-
larizécie, bolo tam nie vel'mi vysvetlené obmedzenie, ze dva z tychto styroch smerov musia byt’
rovnaké. Vskutku nie je problém sformulovat’ podobni nerovnost’ ako (3.9) aj pre 4 nezévislé
smery. Zaved'me teda smer n; a vysledok merania v tomto smere d, ktory pochopitelne tiez
nadobtida hodnoty +1. Ulohu identity (3.7) spina

(a+c)b+ (a—c)d = +£2, (3.17)

znova mozeme prejst’ k zavislosti od skrytych parametrov a urobit’stredné hodnoty. Dostdvame
nerovnicu

|{ab) + (bc) + {cd) — (da)| < 2. (3.18)
Tento vysledok je nazyvany Clauser-Horne-Shimony-Holtova nerovnost’ [18]. Rovnako ako
Bellova nerovnost’ aj CHSH nerovnost’ urc¢uje horné orhani¢enie pre koreldcie v tedriach lokal-
nych premennych. V kvantovej mechanike mé (3.18) tvar

lcos2(a — ) + cos2(8 — ) + cos2(y —§) — cos2(6 — a)| < 2. (3.19)
Napriklad ale pre vyber uhlov
a=0°
B =925
v = 45°
0 =67.5° (3.20)

nadobtida l'avd strana rovnice (3.19) hodnotu 2v/2, ¢o je zjavne viac ako 2.

Zaujimava otédzka je, ako vel'mi moze stav v kvantovej mechanike porusit CHSH nerovnost.
Zistili sme, ze sa dd n&jst’ taka konfigurdcia experimentu, aby l'avd strana rovnice nadobudla
hodnotu 2v/2. Je mozné néjst’ iné, lepsie konfigurécie, kde je tdto hodnota este vicsia?

Uvazme operétor

C =ab +bc + cd —da, (3.21)

kde a, b, c,d si operdtory merajice polarizdciu a ich kvadrat je vzdy rovny 1. Na zdklade
toho moézeme pisat’

C?> =4+ [a,b][c,d] (3.22)
a v suprémovej norme pre operdator C plati
|C?[| < 4+4]all-|b]- el 1] = 8. (3.23)

Pre samotny operator dostdvame podmienku
IC|| < 2v2. (3.24)

Hodnota operstora nemoze nikdy prekrocit’ hodnotu 2v/2 (nerovnost’ (3.24) sa nazyva Ci-
relsonova nerovnost). KedZe sme nasli pripad, v ktorom dosahujeme rovnost, nasli sme aj
maximéalnu hodnotu.

2(Oznagenie "Bellove nerovnosti" m4 svoj uzsf a §irsf vyznam. V tom prvom sa pod nimi chdpe len nerovnost’
popisand v predchddzajicej sekcii a takto budem pojem pouzivat’ aj v tejto praci. Sirsf vyznam obsahuje vietky
mozné nerovnosti, ktorych porusenie indikuje kvantovomechanické vlastnosti systému, patrili by tam teda aj
tu spominand CHSH neronost’ i d’alsie mnohocasticové nerovnosti.
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3.4 Experimentdlne potvrdenie

Publikovanie Bellovho ¢lanku samozrejme viedlo k tomu, Ze sa mnohi experimentatori snazili
navrhnit’ a zrealizovat’ experimenty, ktoré by dokdzali rozhodnit, ¢i sd alebo nie si Bellove
nerovnosti porusované. Jedny z prvych dolezitych vysledkov publikoval v roku 1976 Ed Fry
[17]. 'V tom case este rozne vedecké skupiny publikovali rozne vysledky, z ktorych niektoré
potvrdzovali porusovanie nerovnosti a iné nie. Nebolo jasné, ¢i sa jednd o nedostatocne presné
meranie, alebo ide o zdvislost’ od typu vystavaného experimentu. Citovany ¢ldanok s dovte-
dy najvyssou presnostou ukdzal porusovanie Bellovych nerovnosti a tiez vynikajicu zhodu s
ocakdvanymi vysledkami tak, ako boli spoc¢itané pomocou kvantovej mechaniky, so zardtanim
neurcitosti detektorov a experimentalneho zariadenia ako celku.

Napriek tomu ale trvalo viac ako dve desiatky rokov, kym boli zaznamenané prvé sku-
to¢né tspechy pri experimentdlnom potvrdzovani porusenia Bellovych nerovnosti. Dovod bol
vel'mi prozaicky: na vylicenie vSetkych moznych lokdlnych tedrii potrebujeme experiment,
ktory m& k dokonalosti a idedlnosti vel'mi blizko. Zakladny problém, s ktorym sa experimenty
potykali, bol problém lokalnosti, tzv. locality loophole. Na to, aby platili vSetky predpo-
klady pre nerovnosti nesmie byt’ jasné postavenie experimentu v case, ked’ este nie si dve
castice (€1 uz spiny alebo polarizované fotény), ktoré neskér pouzijeme pre experiment, sepa-
rované priestorovym intervalom. Inak povedané, celé experimentélne zariadenie by sme mali
zacat’ stavat’ az v okamihu, ked obe castice od seba separujeme. Toto je samozrejme tazko
predstavitel'né, hlavne pokial’ zamyslame pouzivat’ fotény, ktoré za jedini sekundu preletia
mnohondsobok vzdialenosti beznych na Zemi. Ale v skuto¢nosti staci ovel'a jemnejsia pod-
mienka, ktord musfme splnit: musime v ¢ase medzi priestorovou separdciou a detekciou castic
(takpovediac ”za letu”) zmenit’ podmienky experimentu.

Toto sa prvykrat tispesne podarilo realizovat’ A. Aspectovi [13] vo svojich pokusoch v roku
1982, v ktorych pouzil polarizované fotény. Zjednodusend schéma je zndzornend na obriazku
(3.1). Dva fotény z kalciovej kaskddy SPS boli produkované na vinovych dizkach 422,7 nm a
551,3 nm. Prechadzali kolimdtorom a optoakustickymi spina¢mi, ktoré pre kazdy z foténov
pseudonahodne vyberali dva analyzédtory s roznymi smermi polarizdcie. Spina¢e menili svoju
polohu s roznymi frekvenciami a niekol’kondsobne rychlejsie, ako bol ¢as letu foténu z kaskady
(vzdialenost’ 12 metrov zodpovedd casu asi 40 nm, pricom stredny ¢as medzi prepnutiami bol
cca 10 nm).

Vysledky boli jednoznacné, Bellove nerovnosti boli porusené o viac ako 5 standardnych
odchyliek. Stéle vsak neboli vyriesené d’alsie problémy, ktoré aj v tomto pripade umozio-
vali vytvorenie tedrie so skrytymi parametrami tak, aby vysvetlovala vysledky Aspectovho
experimentu.

Dva fotény vychddzajice z kaskddy nemaji rovnaké vinové dizky, preto su v skutoc¢nosti
rozlisitelné. Nejednd sa teda, ak vezmeme do tvahy aj frekvenciu (energiu) foténov, o stav
typu |¢) ¢i podobny, o ktorom pojednavaji nerovnosti, ale o stav typu

1
V2

ktory moze sposobovat’ problémy. Dalsia medzera v experimente, ktors umoziiovala tvorbu
lokalnych tedrii, bola len pseudondhodnost’ prekldpania analyzatorov v experimente. Tito
dieru (loophole) ”zatvoril” az Zeilinger et. al. [14] experimentom, kde vyuzil nie pseudond-
hodny, ale naozaj ndhodny proces na zmenu parametrov experimentu. V dvoch laboratéridch

|D) (|[1EL1)|0EL) + [0E ) |1Es)) , (3.25)
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Obrazok 3.1: Schéma Aspectovho experimentu. Fotény vinovych dizok A\ a A letia zo
spolo¢ného zdroja (SPS kaskddy) v korelovanom stave. Optické prepinace O; a Oy (pseudo)
ndhodne pre kazdy fotén vyberd analyzdtor «,~, resp. 3,6 a vysledky sa porovndvaji a
uchovavajui v zdznamniku.

v Innsbrucku, vzdialenych od seba 400 metrov, prebiehali merania polarizovanych foténov,
ktoré poli produkované v spoloé¢nom zdroji (laser Down-conversion typu II, obrazok (3.2),
fotografia (3.3), zdroj obrazkov [14]). Interval medzi meraniami bol vzdy
priestorupodobny a podmienky experimentu sa menili ndhodne. Schéma je zndzornend na
obrézku (3.4) [14]. Napriek vietkému, aj pre vysledky posledne popisovaného experimentu
je mozné zostavit’ lokdlnu tedriu. Poslednd velkd medzera, ktord ¢aka na experimantdtorov,
je detection loophole, problém detektorov [16]. Ned4 sa totiz vylucit, ze ic¢innost’ detektorov
je akymsi sposobom zdvisld od toho, v akom celkovom stave sa fotény nachddzaju, alebo,
povedané v reci lokdlnych premennych, od hodnot lokdlnych premennych.

Na prekonanie tejto medzery by sme potrebovali detektory, ktorych tc¢innost’ je dosta-
tocne vysokd (Uéinnost’ kazdého detektora je ohranicend zhora ¢islom jedna. Ak si skutoc¢né
ucinnosti d’aleko mensie ako jedna, mame moznost’ navrhnit’ takd zavislost’ tychto tdcinnos-
t1 od skrytych parametrov, aby ”simulovala” kvantové vysledky, ale zaroven neporusovala
ohranic¢enie. Pri dostato¢ne vysokych priemernych tc¢innostiach deketorov uz nie je mozné
takito zdvislost’ navrhnit’, lebo pre isté hodnoty lokdlnych premennych by pozadovala ti¢in-
nost’ detektorov vyssiu ako jedna). V dnesnej dobe este stéle nie su k dispozicii podobné
detektory, preto, hoci mélo pravdepodobnd, stéle tu zostdva moznost, ze "vsetko je inak”. Ze
v skutocnosti je svet naozaj lokdlny a vSetky doterajsie vysledky, ktoré potvrdzovali kvantovi
mechaniku, boli len chybnym priblizenim skuto¢ného stavu.
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Obréazok 3.2: Laser down-conversion druhého typu. V nelinedrnom krystali st produkované
dva lice, riadny a mimoriadny. Na obrézku sd znédzornené dvoma kuzelmi. V prieseku kuzelov
mozu vznikat’ foténové pary, ktoré si v kvantovo korelovanom stave.

Obréazok 3.3: Fotografia luca, ktory presiel nelinedrnym krystdlom. Na priese¢nikoch kruznic
mozu vznikat’ entanglované pary foténov.
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Obrazok 3.4: Na obrazku je zndzornend podrobnd schéma experimentu prevddzaného v
Innsbrucku. Dva entanglované fotény ziskané zo spolo¢ného zdroja prechadzajui dlhé trasy
svetelnymi vldknami. Nahodny prepina¢ zalozeny na parametrickej konverzii druhého typu
zabezpecuje vyber smeru, v ktorom bude analyzovana polarizacia toho-ktorého foténu. Potom
nasleduje uz len analyzdtor a archivacné zariadenie.

3.5 Dvojcasticové previazanie

7 vyssie uvedeného je zrejmé, ze v kvantovej mechanike existuji stavy, ktoré porusujui lokal-
nost, na akdi sme zvyknuti z bezného zivota. Napriklad dve ¢astice so spinom 1/2, pokial
st vo vhodnom stave (napriklad uz definovany |¢)7)), udrzuju si medzi sebou akési ”puto”.
Nie je dopredu uréeny spin prvej castice, moze rovnako dobre (s pravdepodobnostou 50%)
byt’ smerom hore aj dole. Ak ho raz vSak zmeriame, ur¢ime aj vysledok pripadného nesko-
r§ieho merania spinu na druhej ¢astici v tom istom smere. Nezdvisle na tom, ako je d’aleko,
priestorovo alebo ¢asovo.

Na jednej strane je tazko predstavitelné, ako sa informdcia o nasom merani moéze dostat’ k
druhej ¢astici (¢o bol presne bod, ktory bol povazovany v ¢lénku [2] za nemozny). Z pohl'adu
kvantovej mechaniky sa ale nejednd o dva systémy, ale o jeden jediny systém v stave |1 ), ktory
sa zmenil ako celok po zmerani spinu na prvej castici. A medzi dvoma ¢astami jedného systému
vznikd viizba, previazanie. Hovorime, ze dve ¢asti systému sui previazané (entanglované), resp.
neseparovatelné, ak nemoézu byt’ vytvorené pomocou dvoch prepardtorov stavov, ktoré si moézu
navzajom vymienat’ len klasické informédcie.

Vyvstdva samozrejme otdzka, ako zistit), ¢i je dany stav |®), rozdeleny na dva podsystémy,
previazany alebo nie. Nika sa pouzit’ Bellove nerovnosti; pokial’ ich stav porusuje, urcite
previazany je. Bohuzial’, tdto podmienka je len postacujica, nie je nutnd. Existuji previazané
stavy (v zmysle definicie uvedenej vyssie), ktoré Bellove nerovnosti neporusuji. Dalsia otézka,
hlavne v stvislosti s experimentami, je separovatel'nost’ ¢i neseparovatelnost’ zmesi vyjadrenych
maticami hustoty p.
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3.5.1 Bellove stavy

Pri praci s previazanymi stavmi dvoch castic sa ukazuje, ze je vel'mi vyhodné zaviest’ okrem
normélnej bazy, ktori pre dve dvojhladinové castice pouzivame a je typu

11)[1), (3.26)

aj bazu ini. Stavy (3.26) si tplnym systémom v dvojrozmernom Hilbertovom priestore, ale
pochopitelne nie si jedinym moznym a spravnym vyberom. Pouzivame ich ¢asto preto, lebo
poskytujui intuitivnu predstavu o klasickom stave dvoch systémov popisanych pomocou tychto
vektorov. Vsetky bdzové vektory su faktorizované a teda predstavitelné v rdmci klasického
pristupu. 7Z matematického hl'adiska ale tiplne ekvivalentni béazu tvoria 4 previazané, takzvané
Bellove stavy, definované nasledovne

|@7) = 7— (100) +[11))
[©7) = 7— (100) —[11))
[9) = 7— (101) +[10))
47) = —= (J01) — 10)). (3.27)

Sl -

Tieto stavy su d’aleko t'azsie predstavitelné, ale ul'ah¢ia mnoho ndmahy a vypisovania v d’algich
castiach prace.

3.5.2 Kritériad separability pre ¢astice so spinom 1/2

Lubovolng matica hustoty p je separovatelna (nie je previazand) vtedy a len vtedy, ak sa dd
zapisat’ v tvare

p=> waply ®ply, (3.28)
A

kde p/y a py st matice hustoty jednotlivych podsystémov. Avsak nie je, ako by sa mohlo zdat,
jednoduché o neznamom stave (Specidlne zmesi) urcit, ¢i je alebo nie je separabilny. Mnoho
stavov, ktoré nie su separabilné podla definicie (3.28), neporusuji Bellove nerovnosti.

Pre taky jednoduchy systém ako dve ¢astice spinu 1/2 je tiplnou a postacujiicou podmien-
kou na urcenie separability konstrukcia ¢iastoéne transponovanej matice hustoty [19] , zndmej
tiez pod skratkou PPT (alebo Peresova podmienka), v tvare

o= walph) ®ph (3.29)

Aj transponovand matica hustoty spliia v8etky podmienky na maticu hustoty (jednotkova
stopa a nezdpornost), preto zdkonite o musi mat’ vsetky vlastné hodnoty nezdporné. Ak
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to nie je splnené, dochadzame do sporu s predpokladom z rovnice (3.28) , teda ze pdovodnd
matica hustoty sa da rozlozit’ a je separovatelnd. Samotny dokaz, ze kazdd neseparabilng
matica hustoty pre systémy 2 x 2 (dve ¢astice spinu 1/2) ma zdpornu aspon jednu z vlastnych
hodnét uviedli az Horodecki v ¢lanku [21].

Uved'me teraz priklad. Uvdzme pér ¢astic so spinom 1/2, ktoré su v takzvanom Wernero-
vom (zmiesanom) stave [20]

Py = TSy + (1 = ) GG /4, (3.30)

kde x je parameter urcujici podiel singletu S a

1
So1,00 = S10,10 = —So1,10 = —S10,01 = 3 (3.31)
pricom ostatné komponenty matice S si nulové. V maticovom tvare to mozeme zapisat’ tako:
B8 0 0 0
0 (1+$) oz O
2 4
o o o Lo

4

Zmes sa vo v8eobecnosti nedd zapisat’ vo forme ket-vektora, ktori sme doteraz na zapis stavov
pouzivali. Samotny singlet S je ale stav ¢isty, zapisatelny v tvare

S =)W, (3-33)

kde stav [1)7) je jeden zo stavov Bellovej bazy.
Operator ¢iastocnej transpozicie posobiaci na maticu (3.32) sa dé zapisat’ vo forme

PPT=T®I, (3.34)

¢o v preklade znamend, Ze na cast’ matice zodpovedajiicu prvej castici pésobi ako transpozicia
a na Cast’ zodpovedajicu druhej ¢astici ako identita. Operator transpozicie pre maticu 2 X 2
moZeme zapisat’ v tvare

1000
0010
T = 0100 (3.35)
0 001
a operdtor identity je jednotkovd matica 4 x 4. Vysledny operator PPT bude teda matica

16 x 16.
Ciastoc¢ne transponovand matica hustoty ma tvar

(1—x)

= 0 0 =3
PT = 0 8 (121) 0 (3.36)
T (1—17)
2 0 0 4
1-3z

A vlastné hodnoty p’* s trikrat 1%’” a raz —p*. Stav je teda urcite previazany pre z > %,
Bellove nerovnosti si porusované ale iba pri x > %
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3.5.3 Miery previazania

V predchadzajicej ¢asti som sa venoval tomu, ako sa dé pre zndmy stav systému zistit), ¢i je
alebo nie je separabilny. To v8ak samozrejme je len Cast’ informécie. Ak vieme, Ze systém je
previazany, md dobry zmysel sa pytat’, nakol’ko. Je intuitivne jasné, ze napriklad stav

1
) = —(|10) + |01 3.37
¥7) NG (110) +01)) (3.37)
je silnejsie previazany ako stav
9) = al10) + BlYT)  a—1, (3.38)

ktory je z velkej casti zlozeny zo separabilného stavu a len malé jeho percento tvori previazana
cast. Preto je potrebné a ziaduce zaviest’ pre previazanie mieru.

Této miera by mala Spiﬁat’ niektoré poziadavky. Ak nazveme vSeobecnu mieru previazania
nejakej matice hustoty E(p), su to napriklad tieto [24]:

E(p) > 0 pozitivita

E(p) = < p je separabilnd

e E(|YT)(¢*]) = 1 normalizovanost’ na maximélne previazanych stavoch
E(p1 ® p2) = E(p1) + E(p2) aditivita

o E(p) = E(Us®UppU; @UZ) lokdlne unitdrne operdcie nemenia hodnotu miery previa-
zania

e prilokdlnych (neunitarnych) operdcidch len na jednom podsystéme sa nesmie previazanie
zvacsovat.

Samozrejme, podmienky je mozné rozsirit’ podl'a toho, aké obmedzenia sme ochotni prijat),
uvedené su v8ak tazko spochybnitelné. Netrividlna je len poslednd, ti vsak musime vyzadovat),
aby sme zabezpecili citlivost’ miery prave na previazanie, entanglement, ktord sa nemoze pri
lokélnych operacidch zvicsovat.

Previazanie cistych stavov

Pre cisté stavy existuje veobecnd zhoda na miere. T4 je uréend entropiou systému, vzniknutého
z poévodného stavu spravenim ¢iastocnej stopy cez jeden z podsystémov

E(p) = —Tr(palogy pa) = —Tr(pp log, ps), (3.39)

kde A, B su jednotlivé podsystémy, p = [1) (1| a pa, resp. pp je matica hustoty so spravenou
¢iastocnou stopou cez druhy podsystém. Obe tieto entropie (ziskané z matice redukovane;j
na casticu A alebo B) sd rovnaké a spiﬂajli v8etky hore uvedené podmienky. Pre kazdi ind
mieru, ktori v dalsom zavedieme, budeme preto tiez ziadat, aby pre ¢isté stavy prechadzala
na entropiu systému.

Logika tejto miery je v skutocnosti jednoduchd. Vieme, ze entropia (v istom zmysle)
vypovedd o "miere neporiadku” v systéme, alebo tiez o tom, nakol’ko neurcito je systém dany.
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Pokial’ je ale cely systém v ¢istom stave, jeho entropia je nulovd, celd neurcitost’ v urcent
podsystému pochddza s viizby, ktora viedla do druhej ¢asti systému a bola ”pretrhnuta”. Cim
bola viizba, previazanie silnejsie, tym vicsi neporiadok (entropiu) jej pretrhnutie v podsystéme
sposobilo.

Previazanie formovania, konkurencia

Pre zmiesané systémy je zavedenie miery d’aleko komplikovanejsie a neexistuje dosial’ jedno-
znacnd zhoda, ktord by mala byt td4 spravna. Entropia systému pre zmieSany stav nevyhovu-
je, lebo nespiﬁa podmienku 2, teda aj pre separabilné, klasicky korelované stavy nam déva
nenulové previazanie.

Jednym z moznych kandiddtov je tzv. previazanie formovania. Motivdcia pre jeho zave-
denie je jednoduchd. Ak mame k dispozicii nejaky stav, mozeme sa pytat), kol'ko maximélne
previazanych stavov potrebujeme na jeho pripravu. V tomto pripade je uvazovanie trochu ab-
straktné (tazko sa predstavuje pouzitie necelého ¢isla stavov), ale ak uvazime mnohondsobnu
képiu nasho stavu p®V, pre velké N je otdzka tplne legédlna.

Kazd4 matica hustoty sa d4 napfsat’ v mnohych rozkladoch typu p = ). p;|¢)i:(¢|. Potom
previazanie formovania matice hustoty p je minimum vazeného priemeru previazania ¢istych
stavov jej dekompozicie cez vSetky mozné dekompozicie:

Ep(p) = rfg;lZpiEuwi). (3.40)

Samozrejme, tu sa stretdvame s problémom pri vypocte, ako minimalizovat analyticky cez
vsetky dekompozicie. Preto je jeho priamy vypocet a pouzitie vel'mi problematické.

Lepsou formou previazania formovania $pecidlne pre dva dvojrozmerné systémy je konkuren-
cia. Je vhodnd kvoli jednoduchému vypoctu a prehladnosti. Pre jej vyjadrenie si musime
definovat’ konjugovani maticu hustoty

p=(oy®ay)p" (0, ®0y). (3.41)
Cisla A1, A2, A3, A4 nech st odmocniny vlastnych hodnét matice
R=pp (3.42)

zoradené nerastico v uvedenom poradi. Konkurencia pévodnej matice hustoty p potom je [25]
C(p) = Imax (0,)\1 — )\2 — )\3 — )\4) . (343)
Ked'ze previazanie formovania rastie monoténne s konkurenciou daného stavu, kde [26]

Er(C) = h (ﬂ)

h(z) = —xlogyx — (1 — x)log,(1 — x), (3.45)

(3.44)

st tieto miery prakticky rovnocenné®. Napriek tomu, ze hodnota konkurencie nem4 (na rozdiel
od previazania formovania) jednoduchu interpretaciu, pre dvojhladinové systémy (qubity) sa
ujala ako jedind pouzivand miera a prepocet na previazanie formovania sa robi len vel'mi

zriedka.

3Nie je mozné analyticky vyjadrit’ konkurenciu z previazania formovania. Kedze vsak zvicsa dokdzeme
spocitat’ prave konkurenciu a z nej vyjadrujeme previazanie formovania, je takito ” jednosmernost” miniméalnym
problémom.
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Previazanie destildcie

Presne opaénym spodsobom ako previazanie formovania je definované previazanie destildcie.
Nezaujima nés, kol'’ko Bellovych stavov potrebujeme na vytvorenie nasho stavu p, ale naopak,
kol’ko maximalne previazanych stavov dokdzeme z nasho stavu vytvorit, vydestilovat’ (samo-
zrejme aj tu rdtame s mnohymi képiami). Definujeme ho

Ep(p) = Jim S(55"). (3.46)
Pochopitel'ne, pre ¢isté stavy bude previazanie destildcie rovné previazaniu formovania, pri
lokélnych operacidch na cistych stavoch sa miera previazania zachovdva. Nepozndme vsak
sposob, ako jednoducho vy¢islit’ previazanie destildcie pre zmieSany stav.

Pre dvojhladinové systémy, ktoré su hlavnou népliou tejto prace, nema previazanie des-
tilacie natol’ko velky vyznam ako pri viicsich systémoch. V tom pripade sa totiz moze systém
nachddzat’ v stave, ktory je previazany (nedd sa zapisat’ ako suma stuc¢inov matic hustoty) a
mé aj nenulové previazanie formovania, ale jeho previazanie destildcie je nulové. To znamena,
ze nemozeme z tohoto stavu, ani z 'ubovol'ného poctu jeho képif lokdlnymi operdciami a kla-
sickou komunikdciou ziskat’ ziadnu képiu maximélne previazaného, napriklad Bellovho stavu.
A to napriek tomu, Ze na jeho pripravu sme previazané stavy potrebovali. Viac informécif sa
dé n4jst napriklad v ¢lanku [27].

Relativna entropia

Dalsou mierou previazania je relatfvna entropia [24]. Odraza trochu iny pohlad na problém,
ked’ sa nezaujimame o vyvoj daného stavu, ale skor o jeho polohu v priestore vsetkych stavov.

Predstavme si mnozinu vsetkych moznych stavov daného systému, zlozeného z dvoch
podsystémov, ktorych previazanie chceme skiimat. Potom v tejto mnozine existuje podmno-
Zina vsetkych stavov systému, ktoré nie su previazané. Ak by sme boli schopni vybrat’ z
tychto stavov nejakym sposobom vzdy jeden, ktory by kanonicky zodpovedal danému, skii-
manému stavu p a dokdzali definovat’ vhodni vzdialenost’ na mnozine stavov, mohla by préve
tato vzdialenost’ (stavu p od priradeného stavu z mnoziny separabilnych stavov) reprezento-
vat’ mieru previazania. Ako prirodzeny separabilny stav k nezndmemu stavu p sa nika stav
pa ® pp, kde pa je matica hustoty zredukovand len na systém A, teda

pa="Trp(p) ps = Tra(p). (3.47)

Moznost ale samozrejme je aj nespecifikovat’ dopredu, vzdialenost’ od ktorého zo separabilnych
stavov budeme uvazovat), ale definovat’ previazanie ako minimum vzdialenosti ku vsetkym
separabilnym stavom.

Teraz je potrebné zaviest’ vhodni mieru vzdialenosti na mnozine stavov. Nie vSetky vzdia-
lenosti totiz spiﬂajl’l podmienky, ktoré kladieme na mieru previazania (hlavne poziadavka, aby
pre ¢isté stavy prechddzala miera na entropiu systému). Okrem toho, z praktickych dévodov,
hl'addme vzdialenost’ ¢o mozno najjednoduchsiu, umoziujicu analyticki minimalizdciu cez
mnozinu stavov. Jedna z kandiddtok je relativna entropia dvoch stavov

S(pllo) = Tr(plnp — plno). (3.48)

24



Funkcia (3.48) nie je vzdialenostou v matematickom zmysle slova. Chyba jej napriklad zdklad-
nd vlastnost’, symetria. Napriek tomu, relativna entropia spliia vietky podmienky na zavedenie
miery previazania v tvare

Egg(p) = min S(a|[p), (3.49)

oceSep

kde Sep je mnozina separabilnych stavov. (Pokial’ by sme neuvazovali minimalizéciu, ale
zobrali kdnonicky separabilny stav p4 ® pg, jednalo by sa o von Neumannovu vzajomni in-
formédciu. Této sa ale modze zvysovat’ pomocou lokalnych operacii kombinovanymi s klasickou
komunikdciou, teda nie je citlivd na rozdiel medzi klasickymi a kvantovymi koreldciami).

V clanku [23] je ukdzané, ze vsetky miery previazania, spiflajl’lce horeuvedené kritéria plus
niektoré d’alsie tykajice sa asymptotického spravania sa pri velkom mnozstve uvazovanych
castic, musia spiflat’ pre kazdy stav podmienku

Ep < E < Ep, (3.50)

kde Ep je previazanie destildcie a Er je previazanie formédcie.

3.6 Viaccasticové previazanie

3.6.1 Trojcasticovy model

V predchéddzajicej kapitole som sa venoval vylucne dvojcasticovému previazaniu. Bellove a
CHSH nerovnosti ukazuji, ze na to, aby sme mohli rozlisit, ¢i si dve castice v previazanom
stave, potrebujeme Statisticky subor rovnakych stavov. Az na zdklade merania tohoto siboru
dokdzeme rozligit’ kvantové vlastnosti.

V pripade troch castic je uz situdcia ind. Na zdklade jediného experimentu dokizeme
odlisit’ stav, ktory vykazuje trojcasticové previazanie. Zoberme tri ¢astice v stave

) - (0D 50

a operatory priemetu spinu i-tej castice na os x,y a 2

Oixy Oiy, Oiz- (352)

Vsetky tri ¢astice su priestorovo separované. Z operdtorov (3.52) modzeme konstruovat’ d’alsie,
pricom platia vztahy

|@/)> = 01x02y03y|¢>
= 010,03y 1))
= 01y02y03x|¢>
= —01,02,03:|1). (3.53)

Oznacme vysledky prislusnych merani m;,, m;,, m;.. Tieto budi nadobtidat len hodnoty +1.

Z (3.53) vyplyva podmienka
M1 Mox M3y = _1> (354)
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ale musf tiez platit’
M1yMog M3y = Mg MoyMMN3e = N1 N2 N3y = 1. (355)

Ked'ze vieme, ze m;, = 1, skombinovanim (3.55) dostévame vysledok
M1pMozM3y = 17 (356)

¢o je v jasnej kontradikeii s vysledkom (3.54).

Vysvetlenie sa skryva na rovnakom mieste, ako to bolo pri Bellovych nerovnostiach. Na
kazdej castici mdzem previest’ iba jeden z experimentov merania priemetu spinu na os x ¢i
y. Ak ale uzndvam argument Einsteinovej reality, musim predpokladat’, ze oba tieto vysledky
st dopredu dané, lebo si s istotou predpovedatelné na zdklade merania inych, priestorovo
vzdialenych castic. Tu sa dostdvam okamzite do sporu, bez toho, aby som potreboval robit’
Statisticky priemer.

3.6.2 Co je viaccasticové previazanie?

V prvom rade je potrebné si ujasnit), ¢o vlastne v kontexte viacerych castic previazanie zna-
mend. Najlepsie sa to vysvetli na konkrétnom pripade troch ¢astic, nazvime si ich Alica, Bob
a Carlos. Hovorime, ze stavy Alice a Boba si dvojcasticovo previazané, ak vykazuju kvantové
(klasické nestacia) koreldcie bez ohl'adu na to, v akom stave sa nachddza Carlos. Inak, A a B
st previazané, ak matica hustoty

pas = Trc (pasc) (3.57)

je neseparabiln4.

Této definicia ale nemusi byt jedina. Skryva v sebe totiz problém: ak by Carlos, hoci
vzdialeny od Alice a Boba, zacal s nimi spolupracovat’ a vykondval by operdcie podla ich
pokynov, previazanie medzi Alicou a Bobom moze vzniknit. Zoberme si ako priklad stav

) - (LD 559

kde jednotlivé qubity postupne reprezentujui stavy Alice, Boba a Carlosa. Matica hustoty
pap zodpovedd zmiesanému, klasicky korelovanému, ale separabilnému stavu. Pokial’ pozia-
dame o spoluprécu Carlosa, ktory vykond merania vo vhodnej béze, mdzeme stav |¢)) prerobit
na tplne previazany stav Alice a Boba, ktory bude separovany od Carlosovho stavu. Tento
stav totiz obsahuje previazanie trojcasticové, ale neobsahuje ziadne previazanie dvojcasticové,
ktoré by mohli dvaja z trojice ziskat’ bez toho, aby treti spolupracoval.

Priamociarym spdsobom sa da tdto argumentédcia zovseobecnit’ aj na viaccasticové systémy.
Definujeme preto stavy typu (3.58):

1 ON ON
[P)n = i (10)=Y 1)) . (3.59)

Nazyvame ich Greenberger-Horne-Zeilingerove stavy (GHZ stavy) alebo tiez stav zovseobec-
nenej Schrodingerovej macky (Dovod je prozaicky, tento stav skutoéne zodpovedd, pre dosta-
tocne velké N, stavu macky v uzavretej krabici. Bud’ je celd ziva, alebo celd mftva, ni¢ medzi
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tym). Tieto stavy obsahuju vzdy prave N-casticové previazanie, matica hustoty ziskana stopou
cez ktortkol'vek casticu zo systému reprezentuje zmiesany, separabilny stav.

Vseobecny stav N ¢astic moze obsahovat’ rozne druhy previazania. Jednak, samozrejme,
n-casticové, ale to nie je jedind moznost. Niektoré dvojice, trojice, alebo k-tice moézu byt
previazané medzi sebou (ak vobec) silnejsie ako so zvyskom systému. Napriklad pri troch
casticiach existuji dva zdkladné typy previazania. Jeden je reprezentovany uz definovanymi
GHZ stavmi, druhy W stavmi, ktoré si vo vSeobecnosti definované pre N ¢astic ako stavy
symetrické vzhl'adom k zdmene I'ubovolnych dvoch ¢astic a obsahujiice prave 1 qubit v stave
1 a ostatné v stave 0. Wjs-stav definujeme ako

S
V3

W stavy maji najsilnejsie mozné dvojcasticové previazanie na rozdiel od GHZ stavov, ktoré
vykazujui silné mnohocasticové previazanie.

|Ws) = —= (]001) + [010) + [100)). (3.60)

3.6.3 Kritéria separability

Pre viaccasticové previazanie musime znova definovat, ¢o vlastne znamend separabilny stav.
Pokial’ sa pytame na separabilitu medzi dvoma ¢astami systému, zostdva definicia rovnaka
ako pre dvojcasticovy pripad. Tak isto si pouzitelné uz uvedené kritérid, pretoze efektivne
sa nezaoberdme viaccasticovym systémom, ale systémom dvoch casti s viacerymi stupnami
volnosti. Nie je zaujimavé, ¢i v Casti A mdme jeden osemhladinovy atém alebo tri qubity,
efektivne je to osemrozmerny systém.

Ako nutnid podmienku separability mozeme aj pre viicsie systémy pouzivat’ Peresovu Gias-
tocnu transpoziciu (PPT) matice hustoty. Stale sice plati, ze podmienka PPT je vzdy lepsou
podmienkou ako Bellove nerovnosti zovseobecnené pre viac Castic, ale existuji stavy Spiﬁa—
juce PPT, ktoré nie su separabilné (nedajui sa zapisat’ v tvare (3.29)). Takéto stavy nazyvame
stavy so skrytym previazanim (bound entangled states). Su to zmiesané stavy s nulovym
previazanim destilacie, ale nenulovym previazanim formovania. Mnozina tychto stavov nie je
eSte dokonale preskiimand a preto nie je este ani celkom jasné a jednoznazné, ¢i sa vobec tieto
stavy majui chapat’ ako stavy previazané. Faktom vSak zostdva, ze ak mame k dispozicii ¢o
len jeden maximélne previazany (bellov) stav, s jeho pouzitim ako katalyzatora mozeme aj zo
stavov so skrytym previazanim previazanie vydestilovat. Celd tdto diskusia by vsak patrila
skor do kapitoly o dvocasticovom previazani mnohorozmernych systémoch, ktorému sa v tejto
praci venovat’ nebudem.

Otdzka na separabilitu stavu v8ak moze stat aj inak. Ak mam systém, ktory mozem
rozdelit na N casti, za akych podmienok ho moézem zapisat’ v tvare:

k

pAB. = D P ® ply @ @ ply. (3.61)
=1

Intuitivne to znamend, ze I'ubovolné dva podsystémy si separovatelné, ale aj 'ubovol'nych £
systémov medzi sebou je separovatelnych. Logicky postup by bol rozdelit’ systém na dve casti
a testovat’ existenciu previazania. Potom rozdelit’ systém na iné dve casti a znova testovat),
pricom by sme postupne vycerpali vsetky mozné rozdelenia. Aj keby sme mali jednoduchy
sposob, ako previazanie detekovat’ (PPT uz vo vSeobecnosti fungovat’ nebude), nemuselo by
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to stacit. Existuji totiz stavy, ktoré nevykazuji dvojcasticové previazanie, nech rozdelime
systém akokol'vek a napriek tomu nie st separabilné (mohli by sme ich pokladat’ za anal6g
situdcie, ked’ mame klasicky systém, ktory vykazuje mnohocasticové korelécie, ale ziadne dva
podsystémy korelované nie si). Zatial’ neexistuje ziadne rozumné a uznavané kritérium, ktoré
by testovalo viacCasticové previazanie. Pokial sa totiz nepodari ndjst’ jasnid, jednoduchi a
akceptovani odpoved’ na otdzku, ¢o znamend, ak je stav viacCasticovo separabilny, nemd ani
velky zmysel pytat’ sa, kedy sa tak stane.

3.6.4 Miery viaccasticového previazania

Ako vyplynulo z predchadzajiicej ¢asti, nemd vel’ky zmysel zaujimat’ sa o miery viaccasticového
previazania, kym nemdme ani len kritérium separability (pochopitelne, kazda dobrd miera je
zéroven aj kritériom, staci, ak testujeme, ¢i je hodnota miery rovna nule alebo nie). Avsak
aj pri viacerych casticiach v systéme mé& dobry zmysel zaujimat’ sa o to, akym sposobom st
previazané jednotlivé dvojice v rdmci tohoto systému, ak zvysok nebudeme uvazovat.

V tom pripade mozeme pouzit’ konkurenciu, ako jedini rozumne pouzitelni mieru aj pre
zmiegané stavy!. Ukazuje sa, Ze sa daji ndjst’ niektoré zaujimavé vlastnosti, ktoré musia
vysledky na jednotlivych dvojiciach spliiat (studium tychto vlastnosti tvori aj d’alsiu cast’ tejto
prace). Najzndmejsou je to, ze celkovd konkurencia, ktorou sa jeden qubit viaze na zvysok
systému je istym sposobom obmedzend. Teda nie je mozné, aby bol jeden qubit maximalne
silne previazany s viacerymi qubitmi v systéme.

Pre tri Castice je v ¢lanku [28] je ukdzané, ze ak ich nazveme A, B a C, plati nerovnost’
(nazvand podl'a autorov Coffman-Kundu-Wootters-ova, alebo jednoducho CKW nerovnost):

Cip+ Chc < 0124(30)7 (3.62)

kde C 4 g znaci konkurenciu medzi ¢asticami A a B. Prava cast' nerovnice zodpoveda konkurencii
casti A k paru BC, ktora bude definovana neskor. Rozvediem teraz 'avi stranu. Kedze vieme,
ze stav troch castic je ¢isty a matica p4p vznikla stopou z matice ¢istého stavu, matica pagpag
(definicu vid. (3.41)) bude mat’ maximélne dve nenulové vlastné hodnoty. Potom

C%p = (M — X)? =M+ 23 — 20\ = Sp (pappag) — 2Mhe < Sp(pasPas) (3.63)
a celd l'avd strana teda bude

Cip + Chc < Sp(panpag) + Sp (pachac) - (3.64)

Pravé cast’ rovnice sa dé zjednodusit' na 4 det(p4). Vieme, ze pre ¢isty stav sa dd konkurencia
vyjadrit’ velmi jednoducho, C' = 24/det(p4). Ak uvdzime, ze stav |¢)) apc je Cisty a budeme
pokladat’ par BC za jeden objekt a nie za dve ¢asti, mozeme definovat’ C’f‘( pe) bréve ako
4det(pa), teda ako konkurenciu ¢asti A k zvysku systému.

Pokial’ by stav p4pc nebol ¢isty, mozeme definovat’ C4pey ako minimum cez vetky mozné
dekompozicie matice pagc

Caey(p) =  min  Casey([¥) apo), (3.65)
p=|v) aBc (V|

4Je dolezité pripomentit, ze ak by aj cely systém bol v Gistom stave, ak sa zaujimame len o podsystém
tvoreny dvoma qubitmi, bude tento vel'mi pravdepodobne v zmesi.
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pricom nerovnost’ (3.62) zostéva v platnosti.

Najpodstatnejsie ale je, ze prava strana nerovnice je vzdy ohranicend ¢islom 1, pricom vo
vBeobecnosti l'avd strana az ¢islom 2. Nech je teda interpretdcia veliciny Cypc) akdkol'vek,
CKW nerovnosti ndm ddvaju zdvaznu informdciu o tom, ze (minimélne) dvojcasticové koreld-
cie sa nemozu zdielat’ v trojcasticovom systéme I'ubovolne.

Pre viaccasticovy systém mozeme pisat’ nerovnicu (3.62) v upravenom tvare

Cap+Coc+ ... <1, (3.66)

kde na l'avej strane je sicet druhych mocnin konkurencii medzi prvym qubitom a vsetkymi
ostatnymi v systéme. Této nerovnica (zndma rovnako ako (3.62) pod skratkou CKW) nikdy
nebola dokdzand, ale jej platnost’ bola potvrdend vo v8etkych testovanych pripadoch, véitane
rozsiahlych numerickych testov aj na velkych systémoch castic. Dolezité je, ze nezavisle na
pocte castic v systéme, celkova konkurencia je stdle ohranicend ¢islom jedna. Interpretécia,
ze tym padom modze byt jedna cCastica silnejSie viazand iba s niekol’kymi d’alsimi ¢asticami v
systéme je z jednej strany spravna, z druhej ale nie tiplnd. Ked’ze tu hovorfme len o dvojcas-
ticovom previazani, tyka sa obmedzenie len jeho. Nepozndme ziadne vhodné miery viaccas-
ticového previazania a tak nemozeme exaktne skimat, ¢i a pripadne ako si aj tieto miery
limitované vo velkych systémoch. Rozumné interpretacia CKW nerovnosti by vsak mohla byt’
takd, ze vo velkych systémoch zacinaji prevazovat’ mnohocasticové kvantové koreldcie a na
d’alsie narastanie tych dvojcasticovych uz jednoducho nie je priestor.

Rozsiahlejsia diskusia o zdiel'ani dvojcasticovych kvantovych koreldcif je v kapitole o pre-
viazanych grafoch.
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Kapitola 4

Korelacie na kvantovych systémoch

4.1 Korelacie dvoch qubitov

4.1.1 Cisty stav dvoch qubitov

Ak by sme vychddzali z definicie klasickej koreldcie z druhej kapitoly, mohlo by sa zdat,
ze hovorit’ o koreldcii na cistych stavoch nemé zmysel. Nie je to vsak, aspon v kvantovej
mechanike, celkom pravda.

Cisty stav je (povedané vel'mi intuitivne) charakterizovany tym, Ze o fiom mame maximélne
mnozstvo informdcie, ako je pre dany systém mozné. Pre klasicky systém je to napriklad
vysledok kazdého mozného merania na tomto systéme. Tdto tiplnd znalost’ vedie k tomu, ze
ziadne koreldcie nie st mozné, pretoze ked’ raz vieme vsetko, ziadnu d’alsiu vedomost’ uz ziskat’
nemozeme.

V kvantovej fyzike ani pre Cisty stav nemoézeme poznat’ vSetky mozné vysledky merani.
Pre qubit, napriklad pre spin elektrénu, moézeme poznat’ vysledok merania spinu len v jednom
smere. Meranie v akomkol'vek inom smere uz bude vykazovat neurcitost. Preto ma zmysel,
aby sme hovorili o korelécii dvoch qubitov aj v pripade, ze si v ¢istom stave.

Vzhl'adom na to, ze o¢akdvame koreldcie ¢isto kvantovej povahy (teda korelécie, ktoré su
sposobené len neurcitostou danou nekomutujiicimi meraniami), stotoznime podmienku pri-
tomnosti previazania a koreldcie. Par qubitov v ¢istom stave bude teda korelovany, ak plati

V)12 # [P)1 @ [¥)e. (4.1)

Vo vseobecnosti vsak stavy jednotlivych qubitov vonkoncom nemusia byt ¢isté (jednoduchy
priklad je, Ze pre maximélne previazany stav dvoch qubitov [i)2 = % (|00) + |11)) je stav
jednotlivych qubitov tiplnd zmes). Pravé strana rovnica preto nemusi byt’ dobre definovana a
je korektné rozsirit’ ju na rovnicu pre matice hustoty, teda

P12 = [P)12{¢] # pr @ pa. (4.2)

4.1.2 Zmes dvoch qubitov

V pripade zmesi uz moézeme ocakdvat, ze celkova koreldcia oboch qubitov bude sposobend
dvoma fenoménmi. Prvy je kvantovd koreldcia, previazanie, dosledok toho, ze pracujeme s
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kvantovymi casticami. Druhy je neurcitost’ v nasej znalosti systému, nemd ni¢ spolo¢né s
kvantovymi vlastnostami systému.
7 definicie previazania vieme, ze qubity si kvantovo korelované, ak plati, ze

p12 # Zai ® 03, (4.3)

kde o je v§eobecny nenormovany operator hustoty. Zovseobecnenim rovnice (4.2) dostaneme,
ze qubity su korelované, ak plat{

P12 7 p1 @ pa. (4.4)

Této definicia zodpoveda aj intuitivnej predstave o koreldcii, ktord by mali spiflat’ dva qubity.
A to, ze budi korelované, ak existuje par lokalnych merani (jedno na prvom qubite a druhé
na druhom), ktorych vysledky si korelované. V konkrétnom pripade dvoch spinov elektrénu
to zodpovedd existencii dvoch smerov, v ktorych meriame spiny jednotlivych elektrénov a
vysledky ndam vychadzajui korelované.

Porovnanim rovnic (4.3) a (4.4) okamzite vidime, Zze dva previazané qubity su aj korelo-
vané. V cistych stavoch sme mohli rozlisovat’ dve triedy stavov dvoch qubitov (vzhl'adom
na existenciu koreldcif), a to tplne nezavislé (faktorizované) qubity a korelované, previazané
qubity. V zmiesanych stavoch sa pocet tried rozsiruje na tri, existuju faktorizované stavy,
korelované, ale nepreviazané stavy a korelované previazané stavy. Je zrejmé, ze stvrta trieda,
ktord by teoreticky mohla vzniknit’ (previazané nekorelované stavy) je prazdna. Samotné pre-
viazanie totiz je forma koreldcie a rovnica (4.3) je citlivd len na kvantovi formu previazania,
kdezto rovnica (4.4) je citlivd na obidve formy.

4.1.3 Miery korelacie

KedZe test na koreldciu v systéme (4.4) zahfnia kvantovi aj klasicku koreldciu, mohli by sme
ocakavat, ze niektord z mier klasickej koreldcie bude vhodnd aj pre kvantové systémy. Urcite
to vsak nemdze byt koeficient koreldcie, pretoze ten je explicitne definovany pomocou vysled-
kov merani. K vsetkym jeho nedostatkom uviddzanym v kapitole o korelacidch na klasickych
systémoch by tak pribudla dalsia, ked’ by sme museli pri kazdom pocitani hl'adat’ maximum
cez vietky mozné dvojice merani.

Jedinou rozumnou alternativou zostdva teda index koreldcie. Zopakujme jeho definiciu

(2.7)

I =54+ Sg— S4B, (45)
pricom vsak entropia pre kvantovy systém bude definovand odlisne od klasického
S = Sp(plogp) (4.6)
= Z i log(A;)
Xi = Ev(p), (4.8)

kde symbol Sp oznacuje stopu matice (Spur) a Fv vlastné hodnoty daného operétora (Figen-
values).

Pre cisty stav dvoch qubitov je entropia celého systému S,p nulovd a index koreldcie sa
redukuje na I = Sy + Sp. Plati tiez, ze S4 = Sp a z definicie previazania formovania (3.39)
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I = 2E. Na prvy pohl'ad je to vel'mi zaujimavy vysledok, pretoze ndm déva do sivisu celkovi
koreldciu vyjadreni korelacnym koeficientom a previazanie, dané previazanim formovania.

Pri definicii korelaéného koeficientu podla (4.5) vSak narazime na problém, ze aj pre dva
dvojhladinové systémy moze nadobidat hodnoty z intervalu (0,2). Sposobené je to tym, ze
kym v klasickom pripade platilo, ze Sy < Sap < S4 + S, v kvantovom plati len slabgia
verzia nerovnosti |Sy — Sg| < Sap < Sa+ Sp [29]. Je teda vhodné spiitne nanormovat’ index
koreldcie na jednicku a upravit’ definiciu (4.5) vlozenim jednej polovice.

Tato uprava vyriesi aj d’alsi problém. Pre Cisty stav ocakdvame, Ze celd koreldcia bude
sposobend len previazanim, mali by sme teda mat’ takd mieru celkovych koreldcii, ktora je
ekvivalentna (pre ¢isté stavy) s mierou previazania. Pre definicii

~ Sa+Sp—Sas

I, 5

(4.9)

je tdto podmienka splnena.

4.2 Viaccasticova korelacia

V pripade, ak mame v systéme aspon tri qubity, situdcia sa principidlne meni. Pre dva
qubity sme mali totiz jednoznacne dané, Ze jedind koreldcia o ktorej ma zmysel hovorit’ je
dvojcasticova. Pre viac qubitov mozeme hovorit’ o dvoj i viaccasticovej koreldcii a o dvoj i
viacCasticovom previazani. Niektoré z tychto fenoménov nie si celkom korektne definované a
urcite nie su ani na sebe nezavislé. Preto je kompletnd analyza situdcie velmi komplikovana.

4.2.1 Rozpad viaccasticového previazania

Viaccasticové previazanie, podobne ako viacasticovd koreldcia v klasickej fyzike, moze byt
detekované len v pripade, ak pracujeme s celym systémom, na ktorom sa toto previazanie
nachddza. Teda v pripade, ak méme v rozsiahlom systéme styri qubity vzdjomne previazané
(¢isto) stvorqubitovymi kvantovymi koreldciami, dokdzeme tieto koreldcie zistit’ a vyuzit' len v
pripade, ak mdme k dispozicii a pod kontrolou vsetky §tyri qubity. Podobne ako tomu bolo v
pripade klasickych korelécif.

Ak sme v klasickom pripade nemali k dispozicii vetky potrebné ¢astice (systémy), nemohli
sme koreldciu zistit. Nevedeli sme systém rozoznat’ od nekorelovaného systému. V kvan-
tovom pripade je to podobné, nedokdzeme systém rozoznat’ od nepreviazaného systému. Na
druhej strane, mnohocasticové previazanie sa vo vSeobecnosti moze na podsystémoch prejavo-
vat’ prostrednictvom klasickych koreldcii.

Zoberme priklad mnohocasticového GHZ stavu

1
7

a redukovany operator prvych dvoch qubitov

(GHZ) = — (|00...0) + |11...1)) (4.10)

(4.11)
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Je zjavné, ze hoci povodny stav celého systému bol ¢isty a ocakdvali sme na nom len kvan-
tovi koreldciu, stavy podsystémov su zmiesané a vykazuju ¢isto klasickid koreldciu, dokonca
najsilnejsiu moznu.

Vo v&eobecnosti preto mozeme na N-Casticovom systéme v Cistom stave ocakdvat’ nie len
v8etky druhy previazania (od dvojcasticového po N-casticové), ale aj skoro vsetky druhy
klasickej koreldcie (od dvojcasticovej po (N — 1)-casticovii).

4.2.2 Cisty stav troch qubitov

Rozoberme pre zaciatok ten najjednoduchsi systém s viac ako dvoma casticami, cisty stav
troch qubitov. Mozeme v fiom ocakivat dvojcasticové koreldcie (na troch moznych paroch),
dvojcasticové previazanie, trojcasticové previazanie, nie vSak trojcasticovi koreldciu. Naviac
vieme, ze klasickd dvojcasticova koreldcia by mala mat’ pdvod len v trojcasticovom previazant,
preto ocakdvame, ze bude (v istom zmysle) symetrickd vzhl'adom na vymenu ¢astic (rovnakéd
na vsetkych pdroch).

Miera dvojcasticovej korelacie
Kazdé kandidatka na mieru koreldcie viaccasticovych systémov qubitov musi spliiat’ niektoré

poziadavky, napriklad

e Na cistych stavoch musi byt rovnéd (vhodne zvolenej) miere previazania
e Na faktorizovanych stavoch musi byt’ rovna nule

e Na (vhodne zvolenych) maximélne korelovanych stavoch musi nadobiudat zvoleni maxi
mélnu hodnotu (napriklad jednotku)

e Na vsetkych ostatnych stavoch musi nadobidat’ hodnoty medzi nulou a jednotkou (pri-
padne inak zvolenou maximélnou hodnotou), vzdy vsak hodnotu véicésiu alebo rovni ako
zvolend miera previazania

Na zaciatok sa sustredime len na mieru dvojcasticovej koreldcie, ktorid je mozné porovnédvat’
s previazanim formovania. Nami navrhovand miera koreldcie (4.9) spiﬁa prvé tri podmienky.
Zostéva este overit’ stvrtd, teda hlavne to, ¢ ndhodou neklesd pre niektoré stavy pod mieru
previazania. Zoberme konkrétny priklad, W stav troch qubitov

1

V3

Redukovany operator I'ubovolnych dvoch ¢astic mé tvar

W) (]001) + |010) + |100)). (4.12)

1 000
110110
00 0O
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Pokisime sa najskor spocitat’ mieru previazania. Samotné previazanie formovania je defi-
novany komplikovane pomocou maximalizacie, vieme vSak vypocitat konkurenciu. Této je
definovand vzorcom (3.43) a pre operdtor (4.13) nadobida hodnotu

2
C=-. 4.14
X (114)
Pomocou vzorcov (3.44,3.45) konkurenciu dokdzeme prepocitat’ na previazanie formovania a
dostdvame
Ey ~0.55 (4.15)

Na vypocet upraveného indexu korelécie potrebujeme poznat’ entropiu jednotlivych qubitov,
ako aj entropiu podsystému dvoch qubitov. Ked'ze vsak je cely systém (dva qubity plus jeden
zvysny tvoria cely systém, ¢o stavia pripad troch castic do vel'mi $pecifickej situdcie oproti
viacCasticovym pripadom) v ¢istom stave, vieme, Ze tieto entropie budui rovnaké. Definicia
indexu korelécie sa teda redukuje na

=24 =248 (4.16)

Okamzite je zrejmé, ze nastal problém. Hodnota indexu je totiz obmedzend hodnotou %

(entropia jedného qubitu je vzdy obmedzend jednotkou), a to je zjavne menej ako vypocitand

hodnota previazania formovania. Pre presny vypocet potrebujeme vlastné hodnoty matice
2

(4.13). Tie su % a %, z nich vypocitand entropia je priblicne 0.92 a index korelacie

I, ~ 046 (4.17)

Ani upraveny index koreldcie preto nemoze sluzit’ ako vhodnd miera pre celkové koreldcie v
systéme.

Miera viaccasticovej korelacie

Miera viaccCasticového previazania je zndma len pre vel'mi $pecificky pripad ¢istého stavu troch
qubitov [28]. Dovod je uz raz spomenutd vlastnost, ze entropia systému dvoch qubitov je
rovnakd ako entropia zvysného treticho (kedze celok je ¢isty stav). Této vlastnost’ umoziuje
odhalit’ troj¢asticové previazanie porovndvanim miery zmesovosti (entropie) prvého qubitu s
mierou jeho previazania so zvy$nymi dvoma. V citovanom ¢lénku je toto porovnanie robené
s pomocou miery tangle, ktorda vznikne obycajnym umocnenim konkurencie na druhi. Miera
zmesovosti je vyjadrend pomocou determinantu matice samostatného qubitu.

Mohli by sme navrhovat’ miery trojcasticovej koreldcie, ktoré by na ¢istych stavoch splnali
podmienku rovnosti s takto definovanou mierou trojcasticového previazania. Nemalo by to
viak velky zmysel, ked’ze by sme nedokdzali overit’ platnost’ nerovnosti (klasické korelacie su
vzdy vécsie ako previazanie) na zmieSanych stavoch troch ¢astic, kde miera previazania nie je
dobre definovan4.
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Kapitola 5

Odhady v kvantovej mechanike

5.1 Uvod

Kvantovd mechanika je vo svojej podstate Statisticka tedria. To znamend, ze jej predpovede si
presné len pre velké mnozstva opakujicich sa situécii. Typickym prikladom je stav jedného
qubitu bezne oznacovany ako

V) =al0) +41), (5.1)

kde o a (8 si komplexné ¢isla. Az na globédlnu fdzu sa tento stav dé reprezentovat’ pomocou

dvoch sférickych sidradnic '
|¥) = sin(¥) |0) 4 €'? cos(¥)) |1) (5.2)

a znazornit’ jednotkovym vektorom smerujicim na povrch gule, tzv. Blochovej sféry. Ako
vyplyva z kodanskej interpretacie, parametre stavu (5.2) vyjadruji pravdepodobnosti vysled-
kov merani spinu v réznych smeroch. Na druhej strane je vsak zrejmé, ze pokial’ hovorime o
pravdepodobnosti, musime hovorit’ o statistickych siboroch a nie o jednotlivych exempldroch.
Preto vyssie uvedeny stav v skuto¢nosti reprezentuje (pokial’ pozadujeme absolitnu presnost),
resp. spolahlivost’ vysledkov) nekoneény stbor rovnako pripravenych fyzikilnych systémov
SO spinom %

Je beznou a nezvratitenou vlastnostou vsetkych experimentov, ze ich vysledkami vzdy
boli a budi len kone¢né objemy dat, naviac zatazené najroznejsimi chybami. Je tlohou
fyzikov na zdklade tychto ddt potom dedukovat’ vlastnosti meranych systémov a pripisovat
im jednotlivé parametre. Vzdy tak ale mo6zeme urobit’ len s istou presnostou, spol'ahlivostou.
Preto kazdé priradenie parametrov o a [ jednoqubitovému systému je vo svojej podstate
odhadom, lepsim alebo horsim.

Vsetky tieto skutocnosti v8ak platia rovnako dobre aj pre klasickt fyziku. Kvantova fyzika
vsak v sebe skryva d’algie problémy pri prirad’ovani jednotlivych vlastnosti na zdklade existu-
jucich dét. Tie vyplyvaji z nekomutovania niektorych merani!, typicky jednotlivych zloziek
spinu. Moze sa tak stat), ze napriek tomu, ze mame "dostatoény" pocet merani danej veli¢iny
(napr. spinu), nevieme spolahlivo urc¢it’ jej hodnotu. doévodom je, ze merania neobsiahli
dostato¢ne (pripadne vobec) cely priestor. Ak uréime velkym poc¢tom merani zlozku spinu v
smere osi z, stdle este potrebujeme sposob, ako odhadmit’ ostatné dve zlozky. V tomto odhade

1Pod tymto pojmom rozumiem fakt, ze pri merani niektorych vlastnosti je vysledok ovplyvneny faktom, v
akom poradi za sebou sa merania uskutocnili aj vtedy, ak ich vykoname ¢asovo vel'mi tesne za sebou.
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Obrézok 5.1: Na obrdzku je zndzornend Blochova sféra, povrch jednotkovej gule. Pre né-
zornost’ je Cast’ povrchu transparentnd, aby bolo mozné nahliadnut’ aj dovniitra, do priestoru
zmiceSanych stavov. Cerveny bod zndzornuje vybrany ¢isty stav.

musime zvazit, ¢i sa jednd o ¢isty alebo zmiesany stav, pripadne d’alsie nage a-priori vedomosti
a na zaklade toho rozhodnit.

V tejto kapitole sa budem venovat’ existujiicim sposobom odhadu jedno- a viac-qubitovych
stavov, ako aj najv8eobecnejsich operdcii posobiacich na jeden qubit. Pritom posidim dva
zékladné pripady. V prvom uvdzim tplne pokrytie, avsak len koneénym (nedostatoénym)
poc¢tom dat. V druhom budem uvazovat, ze mdme k dispozicii dostato¢nu (nekonecni) statis-
tiku merani, ale nemame pokryté vsetky zlozky.

5.2 Maximum likelihood method

5.2.1 Popis metédy

Tato metéda, vol'ne prelozend ako metéda maximalnej pravdepodobnosti, je vo svojej podstate
vel'mi jednoduché a univerzalna. Vynasiel ju v dvadsiatych rokoch minulého storocia R. Fisher
[30] a pracuje priamo s datami - vysledkami experimentu a jej vysledkom je stav skimaného
systému, ktory s najviicsou pravdepodobnostou zodpovedd nameranym datam. Jej vyuzitie
je podstatne &irsie ako len na oblast’ fyziky ¢i klasickej vedy. Uz z podstaty metédy vyplyva,
ze s jednd o numericky proces a to je aj jeho hlavnou nevyhodou: vo vseobecnosti je vel'mi
tazké v redlnom case ndjst’ vysledok a este ovel’a narocnejsie je urcit’ mieru spol'ahlivosti tohoto
vysledku.

Zakladnym vstupom do metédy je ocakavany vysledok s vhodne zvolanymi vol'nymi para-
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metrami. V pripade qubitu je to napriklad ¢isty stav v tvare (5.2).
Oznacéme tento najvseobecnejsi vysledok (v ktorom sme uz pripadne implementovali povod-
né a-priori vedomosti) ako

kde «; su vol'né parametre. Oznac¢me d’alej kazdy vysledok jednotlivého (a-teho) merania ako
Va (5.4)

a reprezentujme ho (vo v8eobecnosti) ako vektor redlnych ¢isel. Nech je pravdepodobnost’
namerania tohoto vysledku (v zévislosti na parametroch «;) dand vztahom

P (o), Val. (5.5)
Zaved'me funkciu celkovej pravdepodobnosti ziskania nameranej sady dé&t

F=]]PR(w).V]. (5.6)

Jej hodnota je zdvisla ako na nameranych détach, tak na odhadovanom stave a je funkciou
vstupnych parametrov .

Ulohou je $pecifikovat’ vhodné parametre «, resp. néjst’ pre nich vhodné podmienky, ktoré
ich podl'a moznosti jednozna¢ne urcia. Celd myslienka metédy spociva v tom, Ze vyberd také
parametre, pre ktoré sa maximalizuje pravdepodobnost’ ziskat’ namerané dédta. Inak povedané,
najlepsim odhadom je taky stav (5.3), ktory s najvéicsou pravdepodobnostou zreprodukuje uz
namerané data:

max f . (5.7)

Z numerického hl'adiska vsak problém nie je zd'aleka tak jednoducho realizovatelny. Funk-
cia (5.6) obsahuje vysoké mocniny vstupnych parametrov, preto je ¢asto vhodné pouzit' namiesto
nej log(F ), kde sa ndsobenie zmeni na s¢itavanie poloziek. Pri akychkol'vek komplikovanejsich
systémoch vsak exponencidlne rastie pocet parametrov stavu, rovnako tak musi rast’ pocet
nameranych hodnot (aby ziskané odhadu mali pouzitelni vypovedni hodnotu). Maximali-
zécia sa tak komplikuje z dvoch strén naraz, jednak hladdme extrém cez velké mmnozstvo
parametrov a tiez sa ndm komplikuje samotnd funkcia. Praktickym riesenim tak casto byva
zakomonovanie mnohych (nie vzvy plne podlozenych) predpokladov o vysledku (rézne syme-
trie a podobne), ktoré ulah¢ujui hl'adanie, avsak skryvajui v sebe potencidlne nebezpecenstvo.

Cfm menej méame vstupnych dét a ¢im viac predpokladov na vysledok sme polozili, tym
je vicsia Sanca, ze odhad vysledku bude katastrofidlne zly. Funkcia pravdepodobnosti by totiz
nadobudla svoje minimum v tej oblasti priestoru, ktory sme parametricky nepovolili. Mobze
sa stat, Ze jej hodnoty v povolenom okoli uz budi mensie ako hodnoty v tplne inej casti
povoleného priestoru, a tak aj pri korektnej maximalizédcii nemusi vysledok vobec zodpovedat’
realite.

Dalsfmi moznymi problémami s nemoznost’ vhodne parametrizovat’ vysledok (napr. len
za pomoci d’alsich zlozitych podmienok na parametre «, ktoré vyrazne spomalia proces max-
imalizdcie) a tiez nemoznost’ priamo overit’ spolahlivost’ vysledku. Blizsie informécie o tejto
metdde, rovnako ako o jej pouziti priamo v kvantovej mechanike sa daju néjst’ v knihe [35].
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5.2.2 Odhad zmieSaného stavu jedného qubitu

Uvediem tu jeden jednoduchy priklad, ako sa d& vyssie spominand metéda pouzit’ na odhad
stavu qubitu. Vhodnd parametrizécia stavu je

p:1< 1+ 2 x—i—iy) (5.8)

r—1iy 1—z2

s okrajovou podmienkou z? +y? + 2z? < 1. Merania budem prevadzat’ v troch réznych smeroch
danych osami x, y a z a vysledky merani budi nadobtidat’ hodnoty +1 podla toho, ¢i je
vysledny spin v smere alebo proti smeru danej osi. Nech sme urobili 100 merani v kazdom
smere priemerné hodnoty ndm vysli nasledovne:

T = 0.81
7 =0.63
z = —0.79. (5.9)

Jednoduchym postupom (bez pouzitia ML met6dy) by bolo dosadenie tychto vysledkov priamo
do stavu (5.8), avsak vysledny stav by nesplial okrajovi podmienku, kedze norma vektora
(5.9) je 1.3. Tento fakt mohol mat’ mnoho pri¢in, od prili§ malej statistiky cez chyby pri
experimente a merani az po nespravnu interpretaciu vysledkov. Ak v8ak pouZijeme metédu
Maximum Likelihood, dokdzeme ndjst’ fyzikalny stav, ktory je v zmysle pravdepodobnosti
najblizsi nameranym datam. Takyto stav je charakterizovany parametrami

T = 0.625
7 = 0.486
z=—0.610 (5.10)

a je to Cisty stav.

5.3 Odhad spinu podl’a jeho priemetov

Ako bolo spomenuté v tivode, d’alsou moznou otézkou pri odhadovani kvantovomechanickych
systémov je odhad spinu, ak nemdme k dispozicii vSetky jeho zlozky, resp. priemety do
dostatocného poctu osi. Tento problém je ¢isto kvantovomechanicky a nestvisi priamo s
potrebou $tatistického pristupu.

Rovnako ako v pripade ML metédy, aj tu bola snaha definovat’ podl'a moznosti ¢o naj-
v8eobecnejsi sposob, ako prechddzat’ od nameranych vysledkov k odhadom stavu. Zakladna
myslienka, ktord sa aplikuje v tomto pripade, je neprisudzovat systému Ziadnu vlastnost, ktord
by nevyplyvala z nameranych vysledkov. Inak povedané, ak ndm namerané dita povoluji
vybrat’ ako kandidatov viaceré vysledky, konec¢nou vol'bou bude ten vysledok, ktory v sebe
obsahuje najmenej informécie o stave. Toto sa dé docielit’ poziadavkou na maximalnu entropiu
vysledku[31], ¢o je matematicky zapisatelnd a ¢asto aj analyticky riesitelnd zalezitost.

Druhou moznou ivahou je byt spravodlivy k vsetkym moZnym vysledkom. Inak povedané,
zo vSeobecnej parametrizicie vysledkov vyberieme tie, ktoré zodpovedaji nasim nameranym
déatam. KedZze neexistuje sposob, ako vybrat’ jeden vysledkov z tejto podmnoziny alebo ako
oznacCit’ niektoré z nich za lepsie alebo horsie, jediny rozumny postup je zobrat’ za konecny
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vysledok nevdhovany priemer vietkych moznych vysledkov. Toto je pochopitelne mozné len
v pripade, Ze na priestore vysledkov méme vhodni mieru (ako je tomu na priestore stavov).
V d’alsom texte ukdzem, Ze na priestore operdacii takato kdanonickd miera neexistuje a postup
tam nie je dobre pouzitelny.

Predstavme si teda situdciu, ze mame k dispozicii zmieSany stav qubitu. NasSe zariadenie
dokdze zmerat’ spin v smere osi z a x, nie v8ak uz v smere y. VSeobecni maticu hustoty
nasho stavu bude predstavovat’ matica 2 x 2 v tvare (5.8), pricom méme z vysledkov experi-
mentu zadefinované parametre x a z. Zostdva teraz odhadmit), resp. urcit’ neznadmu hodnotu
parametra y. Ak pouzijeme druhy postup, prepracujeme sa tivahou k vysledku velmi rychlo.

Fyzikdlne pripustné si vsetky stavy, pre ktoré plati:

ly| < Va? 1 22 (5.11)

Ku kazdej moznej hodnote y teda zdkonite prislicha aj mozna hodnota —y a priemer tychto
dvoch stavov definuje vysledok y = 0. Kedze vSetky mozné vysledky sa vyskytuji len v
takychto paroch, aj konecny vysledok musi splnat’ podmienku

y = 0. (5.12)

Pre tplnost’ vsak pouzijeme na vypocet aj prvy postup. Entropia stavu je definovand v
kapitole 3 ako

—Sp (plogp) (5.13)
a jej derivdcia podl'a nezndmej y méa hodnotu
i [ x—1y T+ 1y )
= — . 5.14
] G e o1

Korene tejto rovnice st tri, ale len jeden pre y = 0 je maximom.

5.4 Kvantové operacie

5.4.1 Definicie

Kvantové operdcie patria k zakladnym zlozkdm kvantovej teérie spolu so stavmi a meracimi
pristrojmi. Mo6zeme si ich predstavit’ ako ¢ierne skrinky, ktoré spracovavaji kvantové stavy.
KedZe ich problematike (na rozdiel od stavov) som sa v tejto préci zatial’ nevenoval, zadefi-
nujem tu niektoré zdkladané vlastnosti, parametrizaciu a podobne.

Kvantové operdcia, niekedy tiez nazyvand kvantovy kandl, je fyzikdlny objekt zobrazujici
stav kvantovomechanického systému na iny (pripadne rovnaky) stav v tom istom priestore[40]:

€(Pm) = Pout, Pin, Pout € H, (515)

kde ¢ je operacia a H je Hilbertov priestor prislusnych stavov, nad ktorym pracujeme. Kazda
fyzikdlna kvantova operdcia musi spliat’ niekol’ko podmienok:

e Musi byt deterministickd, teda z kazdého vstupu musi vygenerovat’ prave jeden vystup

e Musi byt’ linedrna, zachovéavat’ princip superpozicie € (ap; + fp2) = ae (p1) + Be (p2)
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e Musi byt pozitivna, zobrazovat kazdy fyzikdlny stav na fyzikdlny stav

e Musi byt tplne pozitivna (tzv. CP podmienka), jej rozsirenie identickou operédciou na
I'ubovolny vicsi Hilbertov priestor musi byt pozitivne a musi zachovivat’ jednotkovi
stopu vysledného stavu.

K tymto nutnym podmienkam za cCasto priddva este d’alsia, ktord vyzaduje, aby opera-
cia nemala pamit, teda jej akcia na stave nebola zavisla na tom, aké stavy spracovdvala v
minulosti. Aj operdcia s pamiitou sa vSak dé v kazdom jednom kroku pokladat’ za obycajni
kvantovi operdciu s tym, ze sama zmeni svoj stav ndsledkom vlastnej akcie.

Matematicky sa d& takdto operacia na jednom qubite zadefinovat’ ako afinna transformaécia.
Stav qubitu zapiseme (s parametrami z (5.8)) vo forme vektora

, (5.16)

SIS

pricom jednotka v prvom riadku zabezpecuje jednotkovi normu vektora. Operdciu € potom
mozeme zapisat’ vo forme

1 0 0 O
. apg ap; Qo as
=1 b b by by (5.17)
Ch €1 C2 C3
a jej akciu
e(p) = e.p. (5.18)
Zaved’'me eSte oznacenie
‘/i = (CLi, bl', Ci) . (519)

Ako je vidiet, do hry vstupuje az dvandst’ parametrov, pricom su viazané vysoko netrivisl-
nymi podmienkami. Prvé dve z vySSie uvedenych, rovnako ako poziadavka na konstantnost’
operdcie, st splnené automaticky. Pozivita (resp. podmienky na jej splnenie) sa ozremia, ak
si uvedomime, ktoré parametre akym sposobom transformujui vstupné stavy.

Prvy riadok matice zabezpecuje zachovanie jednotkovej normy vystupného stavu. Netriv-
islna je preto len obdiznikova matica 4 x 3, ktord v sebe obsahuje vietky potrebné udaje. Prvy
stjpec matice (vektor s indexom nula) reprezentuje posun uplnej zmesi p = %I (operécie, ktoré

maji vektor Vy = 6), nazyvame unitdlne operdcie). Ostatné tri vektory reprezentuji trans-
forméciu jednotlivych priemetov spinu a ich tri parametre sa daji (po prepise do sférickych
stradnic) interpretovat’ ako zmena dizky prislusného priemetu a jeho vSeobecnd rotécia.

Ako je spomenuté vyssie, pozitivita operdcie sa d& interpretovat’ ako poziadavka, aby
fyzikdlne stavy zobrazovala na fyzikilne stavy. Pri geometrickom pohlade pozadujeme, aby
Blochova sféra vstupnych stavov bola transformovana na objekt, ktory sa nachadza vo vseobec-
nosti vo vnutri tejto sféry (priklad je uvedeny na obrazku (5.2)). Tu sa ukazuje vyhoda pouzitej
parametrizécie, lebo jednoducho geometricky odhalime poziadavky pre parametre matice. Pr-
vou je, ze posun tplnej zmesi musi byt vramci Blochovej sféry, teda

Vol < 1. (5.20)

40



=

\\\\

Obrézok 5.2: Velka gula zobrazuje priestor vSetkych moznych vstupnych stavov (Blochovu
sféru). Mensi elypsoid vnitri podmnozinu stavov, ktoré su oborom hodnét pozitivnej operacie.
Podmienkou pozitivity je, ze vysledny obor nepresahuje okraje Blochovej sféry.

Podobne ziaden ¢isty stav? nemoze prekro¢it’ hranicu Blochovej sféry, preto musi platit’
VP = (k,l,m),|P| =1 |Vo+kVi+1Va+mVs <1. (5.21)

Za istych okolnosti je vhodnym postupom na overenie pozitivity tiez spocitanie vlastnych
hodnot vystupnej matice hustoty pre vieobecny vstupny stav a overenie, ¢i st vsetky kladné.

Posledna poziadavka na operaciu, iplnd pozitivita, je zdroven najkomplikovanejsia a naj-
horsie overitel'nd. Teoreticky by totiz bolo potrebné vyrobit’ vietky mozné rozsirenia operécie
do viiesich Hilbertovych priestorov a overovat ich pozitivitu (¢o by nebolo rovnako jednoduché
ako v pripade, ked’ je skimany len priestor jedného qubitu). Pre operaciu posobiacu na jeden
qubit v8ak sta¢i urobit rozsirenie identitou na dvojnasobne velky Hilbertov priestor (teda na
operécie na dvoch qubitoch) a otestovat pdsobenie operacie na maximélne previazany stav. Ak
je vystupny stav v poriadku (jeho matica hustoty mé nezdporné vlastné hodnoty), testovand
operécia Spiﬁa podmienku uplnej pozitivity. Musi teda platit’ pre

1
v) = ﬁ(|00>+|11>)7
N=I®e,

ze vlastné hodnoty vysledku Q(|W¥) (¥|) st nezdporné. Tento fakt budem v d’alsej praci inten-
zivne vyuzivat.
5.4.2 Priama rekonStrukcia

Vratme sa teraz ale k povodnej téme tejto kapitoly, a tou si odhady vlastnosti na zdklade
experimentalnych dat. Otdzka znie: Kol'ko a akych dat potrebujeme na to, aby sme s vel’kou

27 dévodu linearity budu tvorit okraje vystupného oboru operécie stavy, ktoré vznikli z &istych stavov na
vstupe.
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spolahlivostou mohli nie¢o vyslovit’ o jednoqubitovej operdcii? Tuto operdciu si moézeme
predstavit’ ako ¢iernu skrinku, ktora spracovava vstupné stavy. NaSou tlohou je zistit’ alebo
¢o najlepsie odhadnit, aké si parametre tejto skrinky. Odpoved’ je o nieco zlozitejsia ako v
pripade stavov, nakol’ko pri rekonstruovani operacii vzdy pracujem len s nepriamymi détami.

Inak povedané, vysledky mojho experimentu si vzdy vysledky o stavoch (vstupnych a
vystupnych), nie o operacidch. Preto na dispesné zistovanie parametrov rekonstrukcie musime
zistit’ potrebné dita o stavoch, ktoré do operdcie vchadzaji a tiez o stavoch, ktoré z nej
vychadzaju. Az koreldcie medzi tymito ddtami maji vypovedni hodnotu o samotnej operé-
cii*. Kedze v8ak z praktického hl'adiska je rozumné predpokladat’ plni znalost’ o vstupujicich
stavoch (v experimentoch mame Casto lepsiu kontrolu pri priprave vstupnych stavov ako pri
realizdcii operdcif), sustredime sa na problém zistovania parametrov operécie z vystupnych
stavov za predpokladu tplnej znalosti o stavoch vstupnych. Budeme tiez predpokladat], Ze na
vstupe vieme produkovat vzdy dostatoéné mnozstvo stavov jedného typu (pri obmedzenych
mnozstvach dat by sa pouzila ML metéda).

Otédzku z tvodu sekcie preto mozeme spresnit:  Kolko roznych stavov musime postupne
transformovat’ pomocou neznamej opericie a na jej konci merat’ vysledok, aby sme o nej ziskali
tplni informdciu? Dobry odhad (a ako sa ukéze, dokonca aj presny vysledok) mozeme dostat’
z ivahy o pocte parametrov.

O kazdom vystupnom stave mozeme v zésade zistit’ tri redlne parametre (ak uvdzime, ze
nemusi byt ¢isty) - tri priemety spinu na roézne osi. Ako je zrejmé z rovnice (5.17), operdcia
je charakterizovand dvandstimi parametrami, preto sa da ocakdavat, ze na vstupe budeme
potrebovat’ minimaélne §tyri druhy stavov. Ked’ze uvazujeme s linedrnymi operdciami, linedrne
zéavislé vstupy ndam neprinesu ziaden dalsi efekt, preto mozeme podmienku rozsirit’ na styri
druhy linedrne nezévislych stavov?.

Na druhej strane je jednoduché sa presvedcit), ze vhodne zvolené styri stavy plne postacuju.
Ak zoberieme na vstupe ako prvy stav dplni zmes, na vystupe dostaneme stav charakteri-
zovany vektorom Vj. Ak potom postupne za vstup zvolime ¢isté stavy so spinom v smere
osi x,y a z, dostaneme ako vysledky sicty vektorov Vi + Vo,V + Vo a Vi3 + V4. Z toho sa
dajd uz trividlne ziskat’ vsetky potrebné parametre. Naviac je zrejmé, ze ak mame na vstupe
Styri linedrne nezavislé stavy, mozeme z nich linedrnou kombindciou vybrat’ prave styri vyssie
uvedené.

Tymto postupom rekonstrukcie sme dosiahli splnenie vSetkych podmienok kladenych na
kvantovi operdciu okrem jedinej - nie je zarucené, ze takto ziskand oepricia bude tplne
pozitivna. Pri¢iny mozu byt rozne (rovnako ako pri problémoch s rekonstrukciami stavov)
a moznymi rieSeniami sa budem zaoberat’ v d’alsej casti prace.

3Predstavme si, Ze by sme mali k dispozicii len merania zo stavov z vystupu kvantovej operacie. Mohli by
sme sfce v najlepsom pripade urcit’ (aj to len vtedy, ak by sme vedeli priradit,, ktoré vysledky patria rovnakym
vstupnym stavom) vysledny obor operdcie, avsak ziadne d’alsie informdcie by sme o nej nevedeli ziskat.

4Na prvy pohlad sa zdd nejasné, akym sposobom je mozné ziskat az Styri linedrne nezdvislé stavy v
priestore jedného qubitu, ak si naviac vsetky tieto stavy charakterizované len troma redlnymi parametrami.
Dobri ilustrdciu poskytne parametrizacia zavedend v (5.16), kde mozem zvolit’ tri linedrne nezdvislé stavy
charakterizované parametrami x,y a z. Tieto tri stavy v8ak nepokryju cely priestor, lebo ich vseobecna
kombindcia nebude normovand na jednotku. Ako §tvrty stav preto mozeme (napriklad) zvolit’ stav tplnej
zmesi (x =y =z =0).

Pochopitelne, tieto styri linedrne stavy sa nedaji vybrat’ tak, aby boli navzdjom kolmé, to viak ani nie je
vo v8eobecnosti potrebné.
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5.4.3 Rekonstrukcia pomocou previazanych stavov

Uplne iny pristup k rekonstrukcii kvantovej operdcie umoziiuje vyuzitie previazanych stavov.
Len jediny stav dvoch qubitov obsahuje az 15 vol'nych parametrov, ¢o je viac ako dost’' na to,
aby sme urcili véetky potrebné parametre operdcie. A ako je ukdzané v ¢lankoch [35, 36, 37, 38|,
aj samotny postup je relativne jednoduchy.

Ak méame k dispozicii nezndmu kvantovi operédciu, rozsirime ju na priestor dvoch qubitov
o identitu. To znaci, ze novd, dvojqubitova operdcia bude na jednom qubite vykondvat’ povod-
ni operdciu a na druhom nechd stav bez zmeny. Pripraveny dvojcasticovy previazany stav
(teoreticky schéma funguje pre 'ubovolny previazany stav, ale najvicsiu presnost’ dosahuje na
maximalne previazanych ¢istych stavoch) potom bude obsahovat’ vsetky informécie potrebné
na rekonstrukciu jednoqubitovej operacie. Sta¢i tspesne rekonstruovat’ tento dvojcasticovy
stav (Co v8ak, z experimentdlneho hl'adiska, moze byt podstatne viicési problém ako odhadnut
aj velké mnozstvo jednocasticovych stavov, nakol’ko tie nevyzaduji vykondvat’ merania naraz
na dvoch qubitoch).

Ukédzme teraz presny postup, ako z odhadnutého dvojcasticového stavu ziskame parametre
operdcie. Zoberme vstupny, maximalne previazany stav, ktory mé v o-béze tvar:

1
P+=Z(1®1+Jx®ax—ay®0y+cz®az).

Vystupny stav dvoch qubitov, ktory je vysledkom posobenia rozsirenej operécie oznacme

O =£@I[P,]. (5.22)

Tento vystupny stav sa dd jednoznacne zapisat’ (znova pouzijeme rozklad do o-bazy):

1
Q:Z(Q()@]+Qx®az+Qy®0y+Qz®az)a

kde
Qo=E[1]==(1 + V4 5):
—
Qm—g[(jx]: ‘/15:7
1
Q, = ~Elo,) = —5V5 - 7
1—

Odhad vystupného stavu {2 ndm preto da presni informdciu o operécii.
Ukdzme teraz este, ze na vyssie uvedeny postup nie je nutné pouzit’ maximélne previazany
stav. Ked'ze kazdy dvojqubitovy stav sa da zapisat’ vo forme
1

Q:Zu ® 1420, ® 0y +yo, @ oy + 20, ® 02),
vysledok po operédci bude

1

Q= 1 (E[1]® 1 + z€[o,]) @ 04 + yEloy| ® 0 + 2E[0.] ® 0) .

Jediné, ¢o potrebujeme zarucit’ pre uspesni rekonstrukciu je, aby ziaden z koeficientov z,y a
z nebol nulovy. A to plati préave v pripade (pre ¢isté vstupné stavy, ktorymi sa zaoberame),
ak je vstupny stav previazany.
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Kapitola 6

Previazané grafy

V tejto kapitole sa budem venovat’ problému zdiel’ania dvojcasticového previazania v mno-
hocasticovych dvojhladinovych systémoch - qubitoch. Z dévodov popisovanych v predchadza-
jucich kapitoldch sa obmedzim len na skiimanie dvojcasticovych operatorov jednotlivych dvojic
qubitov, ktoré vznikli po vyliceni zvysku systému. Budem pracovat’len s previazanim, nateraz
ma teda nebudi zaujimat’ klasické koreldcie a ani problémy spojené s mierami. Vzhl'adom na
komplikovanost’ celého problému ho budem skimat’ z dvoch pohl'adov. V prvom sa obmedzim
na skimanie toho, ¢i je ista dvojica kvantovych bitov previazand alebo nie, pricom sa nebu-
dem zaujimat’ o silu (mieru) ich previazania. V druhom, zlozitejsom pripade (ktory bude v
d'alsom texte referovany ako Vdhované grafy) sa vstupi do problému aj miera previazania -
konkurencia ako vstupny parameter pre kazdi dvojicu qubitov.

Hlavnym problémom, ktory budem riesit’ je otdzka, ¢i je mozné "na zdkazku” zostrojit’
stav, ktory ma definované vlastnosti previazania. Je zndme, ze kazdy fyzikdlny stav systému
je mozné (teoreticky, v limite velkého poctu stavov) pripravit, preto staci skimat, ¢i stav
teoreticky existuje. Pokial’ sa nezaujimam o samotni silu previazania, redukuje sa otdzka
na to, ¢i moézem fyzikdlne zostrojit’ stav (¢isty alebo zmiesany), ktory mé jednotlivé dvojice
qubitov (podla predchddzajiceho Zelania) previazané alebo separabilné. V tomto pripade
je grafov vzdy konecny pocet (aj ked tento rastie exponencidlne rychlo s po¢tom qubitov;
presny pocet roznych grafov, ktoré nie si vzdjomne zviazané nejakou symetriou, je vel'mi
tazké vseobecne urcit), preto je mozné v principe rozdelit’ vietky mozné grafy do mnoziny
fyzikdlne pripustnych a nepripustnych.

Ak vsak uvazujeme previazané grafy, pre N qubitov budi urcené vzdy w realnymi
parametrami ohrani¢enymi nulou a jednotkou (konkurencie, resp. I'ubovolné iné miery previ-
azania kazdej dvojice qubitov). Stanovit’ vieobecné hranice pre vSetky vstupné parametre je
vel'mi zlozita iloha, dokdzem vsak urcit’ postacujicu podmienku pre sadu parametrov, ktord
zaruci existenciu pozadovaného stavu.

6.1 Definicia

Kazdy fyzikdlny stav N qubitov budem reprezentovat’ pomocou grafu so zachovanim nasledu-
jucich pravidiel

e Stavu systému s N qubitmi zodpovedd graf s N vrcholmi
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Obrazok 6.1: Previazané grafy pre systém piatich qubitov. a) zodpovedd tplne separabilné-
mu stavu alebo stavu bez dvojcasticového previazania (GHZ stavy), b) zodpovedd stavu s
dvojcasticovym previazanim na vsetkych dvojiciach a c) takzvanému hviezdicovému grafu, s
previazanim len medzi prvym a ostatnymi qubitmi

e Jednotlivé vrcholy grafu mozu byt spojené hranami jedného druhu, ktoré si neoriento-
vané a nevihované

e Vrcholy zodpovedajiice qubitom 7 a j si spojené hranou vtedy a len vtedy, ak si previa
zané, teda ak ich redukovany operdtor nie je separabilny

e Celkovy pocet hrén v grafe (zodpovedajici celkovému poctu previazanych dvojic qubitov
v systéme) oznacime k

Je pochopitel'né, ze pokial’ méme k dispozicii stav systému, jednoducho k nemu ziskame
graf. Zacneme tym, ze kazdému qubitu priradime jeden fixovany vrchol. Potom pre kazdui
dvojicu qubitov spoc¢itame ich redukovany operdtor a z neho konkurenciu. V pripade, ze
konkurencia je nenulovd, spojime vrcholy grafu zodpovedajice qubitom hranou. Priklady
grafov pre rozne stavy troch qubitov st na obrazku (6.1).

Je tiez zrejmé, ze graf v sebe ukryva d’aleko mensie mnozstvo informécii ako stav samot-
ny. Nie si v nom zakédované stavy jednotlivych qubitov, viaccasticové previazania ani sila
dvojcasticovych kvantovych koreldcii. Preto neprekvapuje, ak jednotlivym grafom zodpovedd
velké mnozstvo stavov, reprezentdcia nie je a ani nemoéze byt jednoznacnd. Slizi totiz na
zjednoduSenie pohl'adu a zmengenie mnozstva parametrov charakterizujicich stav, ktoré rastie
exponencidlne s mnozstvom qubitov.

Otdzka zo zaciatku kapitoly sa pri pouziti grafov zjednodusuje. Staci sa pytat, ¢i existuje
pre kazdy mozny graf fyzikdlny stav. Pochopitelne, odpoved’ na tito otdzku bude kompliko-
vanejsia. Pocet moznych grafov rastie rddovo exponenciédlne s po¢tom qubitov (ak neuvazu-
jeme symetrie, ktoré pocet grafov obmedzuji, prichddzame k vzorcu 2(];)), preto zaCcnem s
analyzou pre maly pocet castic.

6.2 Previazané grafy pre tri qubity

Najmensi netrividlny systém, ktory sa oplati skiimat’, pozostava z troch qubitov. Pre jediny
qubit totiz neméa zmysel hovorit’ o previazani a dva qubity bud’ previazané si alebo nie sti a
obe moznosti majui jednoduché priklady (faktorizovany a Bellov stav). Obrazok (6.2) ukazuje
styri pripady, ktoré mozu pre previazané grafy troch ¢astic vznikmit. Pre prvé tri pripady
ndjdeme zodpovedajici stav vel'mi 'ahko.
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Obrézok 6.2: Previazané grafy pre tri qubity. Zl'ava zodpovedajui napriklad tplne separované-
mu stavu, zlidceniu Bellovho stavu a faktorizovaného tretiecho qubitu. Dalej W-stavu troch
qubitov a jedinému netrividlnemu stavu d).

e Prestav a) je to napriklad tplne faktorizovany stav |000) alebo GHZ stav % (/000) + |111))

e Stav b) zodpovedd napriklad kombindcii Bellovho stavu a tretieho nezavislého qubitu
1 (100) + 1)) ® [0)

e ¢) moze byt reprezentovany W-stavom % (]001) + |010) + [100))

Jedind otdzka zostdva pri svrtom grafe. Moze existovat’ stav, pri ktorom je jeden qubit
previazany s d’alsimi dvoma, ale tieto qubity uz navzdjom previazané nie si? Intuitivne si dve
mozné odpovede rovnako dobré, pretoze na jednej strane niet dévodu, aby to nebolo mozné,
ale na druhej si vieme predstavit, ze silné previazanie dvoch dvojic implikuje previazanie aj
na tretom pére.

V skutocnosti si obe predstavy spravne. Silné previazanie oboch parov naozaj bude im-
plikovat’ existenciu previazania aj medzi zvy$nymi qubitmi (blizsia diskusia v zdvere prace),
avsak kedze v tomto pripade sa o silu nezaujimame, stav zodpovedajiici grafu d) vieme néjst.
Jeden z mnohych prikladov je stav

|®) = «|000) + 5]100) 4+ ~[110) + /1 — a2 — 32 — 42|111). (6.1)

Konkurencia medzi prvymi dvoma qubitmi je identicky nulovd, zatial’ ¢o Ci3 a Cy3 bude pre
netrividlne zvolené parametre «, 3, nenulova. Dokdzali sme teda, ze pre tri qubity existuju
stavy pre vsetky styri mozné grafy.

6.2.1 Cisté a zmiesané stavy

Pri diskusii v predchadzajicej sekcii sme implicitne pracovali priamo s ¢istymi stavmi. Ako
sa ukdze neskor, obtiaznost’ problému hl'adania stavov pre definovany graf je d’aleko vyssia, ak
sa obmedzime na ¢isté stavy oproti zmesiam. Tu sa pokitsim ukdzat, ze vo vSeobecnosti ak
ndjdeme cisty stav, ktory vyhovuje podmienkam grafu, existuje aj zmes, ktord vyhovuje tej
istej podmienke.

V priestore vSetkych stavov predstavuju ¢isté stavy extremédlne body. Okrem iného z toho
vyplyva, ze v kazdom okolf ¢istého stavu sa vyskytuje aspon jeden (v skutoénosti nekonecne
vel'a) zmieganych stavov. Konkurencia ako miera previazania je spojita funkcia vlastnych
hodnot matice R, ktord je zasa analyticky urc¢end z matice redukovaného operatora (detaily
v kapitole o previazani, rovnice (3.41) az (3.43)). Z definicie konkurencie tiez vyplyva, ze je
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nulova aj vtedy, ak samotnd funkcia definujiica konkureciu klesa pod nulu (v definicii sa vysky-
tuje orezanie zdépornych hodnot, ktoré robi z povodne analytickej funkcie len spojitii). Preto
nie je problém vybrat’ z okolia ndjdeného ¢istého stavu zmiesany stav tak, aby bol dostatocne
blizko k povodnému stavu, aby sa charakteristiky previazania dané konkurenciou nezmenili.
Pojem dostatocne blizko je pritom vymedzeny préve vel’kostou konkurencii v ndjdenom stave.

6.3 Previazané grafy pre N qubitov

6.3.1 ZmieSané stavy

Problém existencie ¢i neexistencie stavov v pripade, ze pozadujeme previazanie medzi defi-
novanymi parmi qubitov uz bol s¢asti rieseny v Diirovom ¢lanku [32]. Podstatny rozdiel v
nasom pristupe je, ze nepozadujeme len existenciu previazania na definovanych stavoch, ale
aj nepritomnost’ kvantovych koreldcii na miestach, kde si to nezeldme. Napriek tomu, pre
zmiesané stavy mozeme vyuzit’ Diirom navrhnuty stav a ukazat, ze vskutku spiﬁa aj nase,
silnejsie poziadavky.
Pre pocet hran v grafe existuje zrejmé ohranicenie

0<k< w (6.2)
Definujme si mnozinu S s k prvkami. Prvky tejto mnoziny si dvojice qubitov i < j, medzi
ktorymi pozadujeme existenciu previazania, teda

{i,jtes — C(i,j) >0 (6.3)
{i.jit¢sS =  C@j)=
Stav v tvare
|U),; = ]\I/+>Z-j]O...O>5 (6.4)

vykazuje previazanie len medzi qubitmi i a j, nikde inde nie, ak v rovnici (6.4) reprezen-
tuje stav [U);; = (|01) + |10)) /v/2 maximélne previazany stav prave medzi pozadovanym
parom qubitov. V d’alsom kroku urobime $tatisticki zmes vsetkych takych stavov (6.4), ktoré
zodpovedajui pozadovanym parom:

p=r 3 1)l (65

{i,j}€S

Matica vybranych dvoch qubitov i a j v pripade {i,j} € S méa tvar

a 0 0 0
=10 e o (©6)
0 0 0 0
a z nej vypocitame konkurenciu
Cy = % (6.7)
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V opa¢nom pripade {i,j} ¢ S bude mat matica hustoty tvar

a 0 0 O
00600

Pij = 00 ¢ 0 (68)
0000

a konkurencia bude evidentne nulovd (to je vidiet na prvy pohlad uz z toho, ze ¢iastocnd
transpozicia maticu nement).

Na zaklade tejto analyzy mozeme tvrdit, ze stav v tvare (6.5) zodpovedd grafu definované-
mu poc¢tom qubitov N a mnozinou previazanych péarov S.

6.3.2 Cisté stavy

Napriek tomu, Ze v citovanom ¢lénku [32] boli navrhované sposoby hl'adania reprezentdacie
$pecifickych grafov pre ¢isté stavy, nespiﬁali podmienku neexistencie previazania tam, kde
hrana nie je zadand. Jednalo sa skor o maximalizdciu previazania na definovanych hrandch
bez d’alsich vedl'ajsich podmienok. Okrem toho, Diir sa zaoberal len §pecifickymi grafmi (alebo
v jeho terminoldgii molekulami) s vysokou symetriou.

My sme zvolili iny pristup k problému. Zoberme stav N qubitov (N > 4) v tvare

) = al0.0) + B1.1) + Y %y1>i|1>j|o...o>i—j (6.9)

{i,j}€S

s normalizacnou podmienkou |a|>+|8]* 4 |y|* = 1. V d’alsom sa pokiisim ukazat), Ze tento stav
zodpoveda grafu definovanému mnozinou S podl'a rovnice (6.3). Na to je potrebné ukazat’ dve
veci.

Najskor ukdzem, ze v pripade {7, j} € S je redukovand matica qubitov i a j naozaj previa
zand. Stav p;; sa dd vyjadrit’ v tvare:

aff + ] S 0 0 G
0 oyl o 0
Pii = 2 ni; 2 n;i—1 610
’ 0 PP P o (610
v/ 0 0 [pP+DBE

kde n; je pocet hran vychddzajicich z i-teho vrcholu (pocet qubitov, ktoré su previazané s
i-tym qubitom) a n;; je pocet vrcholov, ktoré su priamo hranami spojené s vrcholmi i aj j
(pocet qubitov, ktoré si previazané a i-tym aj j-tym qubitom). Pre tieto parametre platia
nasledujice nerovnosti:

1<n; <k
0<ny < —=;
> TNy 5
2<n;+n; <k+1;
(k+1)°

(6.11)
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Ich platnost’ je 'ahko odovodnitel'na ak si uvedomime, Ze pocet hran vychadzajicich z daného
qubitu nie je vacsi ako celkovy pocet hran, na kazdy qubit priamo previazany s i-tym aj j-tym
qubitom sa "spotrebuji” dve hrany a maximum funkcie n;n; pri pouziti tretej nerovnosti je
prave %.

Jedna z vlastnych hodnot ¢iasto¢ne transponovaného (PPT) operdtora (6.10) je

a= 0l (|’y| (mi +n; — 2) = \/4laf?k + W 2(n, —nj)2>. (6.12)

Aby sme ukdzali, Ze stav p;; je naozaj previazany, staci ukazat, ze vlastnd hodnota (6.12) je
zdpornd. V netrividlnom pripade |y| > 0 (inak by sa ndm stav (6.9) redukoval na GHZ stav)
staci ukdzat, ze:

17 (i ;= 2)* < dlaPk + [P (n; —ny)*. (6.13)
S pouzitim nerovnic (6.11) sa redukuje podmienka (6.13) na
y[? (i +nj = 2)* < PR < dfaf’k

4ok < 4ok + |v]*(ni — ny)? (6.14)
Postacujica podmienka na to, aby bol operator (6.10) previazany je teda
1v|2k < 4]al?. (6.15)

V predchddzajiicej casti som ukdzal, ze navrhovany stav mé naozaj vsetky pary qubitov,
ktorych previazanie vyzadujeme, skutoc¢ne previazané. Aby sa ale tento stav dal asociovat
s grafom ur¢enym mnozinou S, musime este ukdzat, ze zvy$né pary previazané nie su, teda
konkurencia ich redukovanych operatorov je nulova.

Redukovany operator hustoty pre qubity i a j; {i,j} ¢ S m4 tvar

a2 + [yPER 0 0 0
0 P hPE o
Pij = n” n] , 6.16
J 0 |2 Mz 0 ( )
0 0 0 ik
pricom platia nerovnosti
k
0< ) )
SNy > 5
0< n; + n, S k,
k2

Nerovnosti st vel'mi podobné ako v predchadzajicom pripade (6.11), jediny rozdiel je v tom,
ze z vrcholov ¢ a j nevychddzaji ziadne hrany.

Namiesto toho, aby som overil nezdpornost’ vietkych vlastnych hodnot ¢iastocne transpono-
vanej matice (6.16), spoc¢itam priamo jej konkurenciu. Vlastné hodnoty operdatora R defino-
vaného v rovnici (3.42) su
k— n; — ’flj )

A= e = |aBf + P ———;

N + vaLAL 2

e I Ay > As.
( L ) ) 4 = A3

(6.18)

Ag4 = |’Y|4
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Vzhl'adom na definiciu konkurencie (3.43) staci ukdzat, ze \; > Ay (Ak su totiz dve najviicsie
vlastné hodnoty rovnaké, funkcia A\ — v/As — v/A3 — v/ A4 zarucene nebude kladnd). Na to,
aby sme podmienku splnili, potrebujeme mat’

k—mn; —n; ni; + g\ 2
b+ P > g (LY (6.19)

S pouzitim nerovnosti (6.17) sa tato podmienka redukuje na postacujicu
aB? > |y[*, (6.20)

ktora zaruci, ze stav (6.16) bude separabilny.

Pri porovnani podmienok (6.15) a (6.20) je zrejmé, ze nie je problém obe naraz splnit.
Staci zvolit’ len dostatocne velké o v porovnani s v. Mald v zasa na druhej strane vedie k
malej miere previazania (zjavne C;; — 0 ak 7;; — 0 pre kazdé 1, j), preto je vhodné zvolit
hrani¢ne velké gamy. To je mozné urobit’ nezdvisle od definicie grafu; vtedy dostdvame

k
V21 2k +4]
20
k?
2
v=oy7 (6.21)

Po dosadeni do stavu (6.9) dostaneme stav

k 2
D) mm..m o m )+ {z};s \/m| )i]1);10..0)7. (6.22)
Tento stav je reprezentovany grafom, ktory je definovany poc¢tom qubitov N a mnozinou
previazanych parov S.

Tymto som ukézal, ze pre kazdy previazany graf existuje ¢isty stav, ktory je reprezentovany
tymto grafom. Naviac, tento ¢isty stav je konstruovany vzdy len superpozicou maximélne N2
vektorov z Hilbertovho priestoru, ktorého rozmer je exponencidlne vicsi (dim(H) = 2V —2).
Vyber tychto vektorov je pritom nezavisly od definicie grafu.

6.4 Vahované grafy

6.4.1 Definicia

Ako bolo spomenuté v tivode kapitoly, do definicie vdhovanych grafov uz bude vstupovat’ celd
sada redlnych parametrov, urcujica miery previazania medzi jednotlivymi dvojicami qubitov.
Zvysna Cast’ definicie previazanych grafov zostéva zachovana:

e Stavu systému N qubitov zodpovedd grafu s N vrcholmi. Qubity su rozlisitelné a oz-
nacené, rovnako ako vrcholy, ¢fslami 1 az N
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e Jednotlivé vrcholy grafu mozu byt spojené hranami jedného druhu, ktoré si neoriento-
vané a vdhované redlnym ¢islom medzi 0 a 1, oznac¢enym C;; podla qubitov, ktoré hrana
spaja

e Graf je uréeny poctom vrcholov N a sadou parametrov C;j, 7,7 € (1, N), kde
Konkurencia(p;;) = Ci; = Cj; a Cy; =0

Podobne ako v ostatnych pripadoch, aj tu je vel'mi jednoduché podl'a zndmeho stavu urcit’
prislusny graf. Stac¢i spocitat’ konkurencie vsetkych dvojic qubitov. Budeme preto riesit’ len
opacnui problém: Ako na zdklade zndmych parametrov Cj; urcit’ parametre stavu, pripadne
rozhodmit), ze dany stav neexistuje.

6.4.2 Priklady

V niektorych pripadoch sa da vel'mi rychlo rozhodnit, Ze zadané parametre grafu nemozu
reprezentovat’ ziaden fyzikdlny stav. Typickym prikladom pre tito situdciu je konfigurdcia,

pri ktorej plati:
30, CL > 1.
J

Takyto stav by porusoval CKW nerovnosti [28] a preto nie je mozné jeho fyzikélna realizécial.

Druhym zaujimavym prikladom su stavy, ktoré vykazujui vysoki mieru symetrie a z tohoto
dovodu umoznuju presné analytické, alebo aspon spol’ahlivé numerické riesenie. Koashi, Buzek
a Imoto vo svojej praci [34] rozoberali pripad, ked’ su vsetky qubity v systéme previazané do
rovnakej miery (tzv. previazand siet’) a hl'adali maximum tejto miery (s pouzitim konkurencie).
Dokézali, ze toto maximum je naplnitelné a jednym z prikladov je W-stav (symetricky stav
obsahujtici prave jeden qubit v stave 1, definovany v tretej kapitole) [34]

W)y = N —151) (6.23)

1
= ——(|0..01) +0..010) + ... + [10..0)) ,

VN

Konkurencia medzi kazdou dvojicou qubitov je

2
C(web = Na
¢o je podstatne menej ako maximum implikované CKW nerovnostami, teda
C = ! (6.24)
CKW N1 .

LCKW nerovnosti pre pocet qubitov viaési ako 3 nikdy neboli dokdzané, preto sa uvddzaji len vo forme
tvrdenia. Vsetky pokusy, vrdtane numerickych na roznych poétoch qubitov (podobné pokusy boli sucastou
mojej diplomovej prace) vsak pri snahe ndjst’ kontrapriklad zlyhali. V d’alsom preto budem vzdy predpokladat),
ze uvedené nerovnosti platia.

Na druhej strane sa v8ak naglo mnoho zaujimavych stavov, ale aj fyzikdlnych procesov (napriklad proces
kvantovej homogenizdcie), pri ktorych si tieto nerovnosti saturované. Vo veobecnosti maju tieto stavy a
procesy jednu spolo¢ni charakteristiku - st v nich dominujice dvojcasticové vizby, resp. interakcie v porovnan{
s viacCasticovymi.
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Z toho vidime, zZe splnenie uvedenych nerovnosti je len nutnou podmienkou pre existenciu
stavu. Existujd viak triedy konfigurécif, ktoré nerovnosti splitajd, ale stav pre nich neexistuje.
Typickym prikladom je tiplne symetrickd konfiguracia s pozadovanou konkurenciou na kazdej
dvojici Cyey < C' < Ceogw. Na druhej strane, poziadavka na tplne symetricky stav so
vzdjomnym previazanim mensim ako povolené maximum (6.24) je I'ahko splnitelnd stavom

CN CN
W) = || == W) + /1 = =10...0). (6.25)

Vypocet konkurencie je v tomto pripade vel'mi jednoduchy a vychddza ocakdvand hodnota C.

Podstatne komplikovanejsim prikladom (z iného pohladu vsak druhym najjednoduchsim)
je konfiguricia, ked’ je jeden qubit vynimocny, avSak ostatné si znova z pohladu previaza-
nia uplne rovnocenné (tzv. hviezdicovy graf). Takyto systém je charakterizovany dvoma
parametrami, konkurenciou medzi vybranym qubitom a I'ubovolnym zostavajicim (Cyuein) a
konkurenciou medzi ostatnymi qubitmi navzajom (Cuiuar). Podobny systém moze byt zauji-
mavy napriklad z pohl'adu kvantovej komunikdcie v situdcidch, kde je skupina rovnocennych
partnerov riadend jednym vedicim, ktory potrebuje maximalizovat’ svoje moznosti komuniks-
cie s podriadenymi, ale z bezpecnostného hl'adiska aj zamedzit’ ich vzdjomnej komunikécii.

Pokial’ by sme mali v imysle ziskat’ navyssie mozné previazanie medzi prvym a ostatnymi
qubitmi, mbézeme pouzit’ stav

Y gy = \/g|1>|o...o> + \@onwm_l. (6.26)

Aj tu sa jednoduchou kalkuldciou dé presvedcit, ze konkurencia saturuje CKW nerovnosti,
teda

1
Crngin = ——. (6.27)
N -1
Bohuzial’ tym vsak umoziujeme aj komunikdciu medzi ostatnymi cast'ami navzdjom, pretoze
Clontunt = — (6.28)
mutual — N — 17 :

takze v tomto pripade (napriklad z pohl'adu nevdhovanych previazanych grafov) sa jedn4 skor o
formu previazanej siete, nez o typicky hviezdicovy graf. Polozme si teda podmienku na nulové
previazanie medzi ostatnymi qubitmi (teda Cyupua = 0) a preskimajme moznosti v tomto
pripade. Dalo by sa ocakdvat, ze podmienka maximalnej konkurencie C,,4;, bude striktnejsia,
nakol’ko sme obmedzili priestor moznych stavov. Je tomu tak vsak iba ¢iastocne.

Uvéazme stav
1 1 11—«
) star = \/;OO) + 504|1>|W>N,1 + 5 [1...1), (6.29)

- (N-1)(VN?—4N +5—-1)
o (V27

Urcenie parametra am,., zarucuje, ze previazanie medzi ostatnymi qubitmi bude rovné nule.
Konkurencia (pre o = amax) je analyticky spocitatelnd, jedna sa vsak o velmi komplikovany

kde

= Oipax < 1. (6.30)
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a rozsiahly vzorec. Kedze vsak ocakdvame, ze by svojom formou mohla pripominat’ hranicu
(6.27), mozeme ju rozvit’ do Taylorovho radu préve v tejto premennej a dostdvame

1 1 1
Cmam:ﬁ(1—4(N_1)2—4(N_1)3+...>. (6.31)

Ako je vidiet), pre velké N je hranica moznej konkurencie vel'mi blizka maximélnej hodnote
danej CKW nerovnostami. Rozdiel sa stiera uz aj pri nizkom pocte qubitov, ked’ pre N = 4
je Chax = 0.577 dosiahnutelna konkurencia C,,q5, = 0.555.

Pokial’ by sme pozadovali z roznych dovodov konkurenciu medzi prvym a ostatnymi qubit-
mi mensiu ako (6.31), je mozné to dosiahnut’ vhodnou vol'bou parametra «.. Analyticky nie je
mozné explicitne vyjadrit’ funkciu a(C), avsak numericky pre dané C' je vzdy mozné o spoci-
tat. Jedinou nezndmou preto ostéva oblast’ parametrov Cqi < C' < Chayx, ktord je zaujimava
hlavne pre mensie hodnoty N. Priklad N = 3 ukazuje, ze Cj .« nie je tesné ohranicenie, nedd
sa vSak dokdzat’ ani fakt, ze by nim bol nami odvodeny limit.

6.4.3 VsSeobecné riesenie

Ako som spomenul vyssie, CKW nerovnosti definuji vSeobecnui hranicu pre maximaélne pre-
viazanie v stavoch mnohych qubitov. Na druhej strane som vsak na prikladoch ukdzal, ze tieto
nerovnosti nie su tesné a tvoria len nutni podmienku existencie danej konfiguracie. Pre lepsie
pochopenie a porozumenie problematiky by sa dalo pokracovat’ rovnakym smerom, akym isli
autori [28] a pokusat sa najst’ komplikovanejsie a presnejsie ohranicenia pre neexistenciu istych
¢istych ¢i zmiesanych stavov.

Ja som sa rozhodol pokracovat’ z druhého konca. Dosial' totiz neboli (okrem $pecifick-
ych prikladov uvedenych vyssie, pripadne potrebnych na implementaciu znamych protokolov)
zadefinované v8eobecné podmienky podobné CKW, ktoré by garantovali existenciu stavu pre
dant konfigurdciu, ak tdto splita definované podmienky. Ako sa ukdzalo, problém definicie
tohoto typu nerovnosti je o ¢osi zlozitejsi ako v pripade CKW. Vo vseobecnom pripade je len
postacujicou podmienkou a vyzaduje relativne komplikovany dokaz (na druhej strane je vel'mi
dolezité, ze tieto podmienky si, na rozdiel od CKW, dokdzané).

Zoberme stav

U) = alA) + > %[ By), (6.32)
{i.q}
kde

|A) = (]00...0) + |11...1)) .

Redlne pozitivne parametre o a spiﬁajl’l podmienku normovania
20 +2» =1 (6.33)
{i.j}

Sumy v rovniciach (6.32) a (6.33) bezia cez vSetky péary i < j, i,j € N (alebo ekvivalentne
cez vietky péry i,j € N s obmedzenim 7;; = 0 pre j < 7). Zna¢nd permutacnd symetria tohto
vstupného stavu ndm dovoli spocitat’ explicitne konkurenciu (¢o je vo vSeobecnosti nemozné,
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nakol’ko v definicii konkurencie sa nachddza maximum, ktoré znemoziuje analytické vyjadrenie
hodnoty), ktord vychadza

Cij = mnax {2 (204’%']' - nylzz - ZVI?]) 70} ) (634)
k k

za podmienky

a > 2Vmax VN — 2, (6.35)

kde Ymax = max; ;(7;;). Detaily vypoctu st uvedené v Dodatku A.

Moznost’ vyjadrit’ konkurenciu ako funkciu parametrov stavu v;; s jedinou a jednoduchou
podmienkou (6.35) ndm umoznila pokracovat’ v rieseni problému analyticky. Sada w
nelinearnych rovnic (6.34) spdja parametre stavu ;; (parameter « je jednoznacne definovany
podmienkou romovania) a konkurencie dvojic qubitov. Aj tu sa ukazuje vyhodnost’ vol'by
stavu vo forme (6.32), ked’ pocet vol'nych parametrov aj ich indexdcia je rovnakd ako pocet
vstupnych parametrov. V zdsade jediné, ¢o teraz potrebujeme, je preto obratit’ dané rovnice
a vyjadrit’ 7;; ako funkciu Cj;.

To v8ak nie je z matematického hl'adiska vobec jednoduchd tloha. Sada rovnic je vysoko
previazand (na vypocet jednej konkurencie potrebujeme priblizne 2N gdm a podobné by to
bolo aj pri obréteni rovnic), gamy si ohrani¢ené ako parametre stavu a sledovanie neanalytickej
okrajovej podmienky by bolo vel'mi ndro¢né. Naviac je z fyzikdlneho hl'adiska evidentné, ze nie
pre kazdui sadu Cj; (typicky napriklad pre sadu porusujicu CKW nerovnosti) bude existovat
vhodné sada ;.

V dalsom sa preto pre vSeobecny pripad obmedzim len na otdzku existencie rieSenia a
ukdzem postup, ako numericky toto riesenie néjst. Za tymto tcelom si viak budem musiet’
postavit’ podmienku, obmedzujicu vstupné konfigurdcie a zjavne silnejsiu ako CKW. Naj-
jednoduchsou vol'bou je ohranic¢it’ z vrchu vsetky mozné konkurencie v systéme konstantou
zavislou len na pocte qubitov N, teda

Oij S Cmaxa (636)

kde pre Chax je dolny odhad ﬁ. Teraz uz mozem vyslovit’ tvrdenie, ze

Teorém Pre kazdi konfiguraciu splhajicu podmienku (6.36) existuje stav vo forme (6.32),
kde vsetky pdry qubitov maji poZadované dvojcasticové previazanie.

Nazna¢im tu iteracny algoritmus pre ndjdenie parametrov ;;, ktorého presny popis (spolu s
dokazom konvergencie, rovnako ako presnym odvodenim konstanty Ci,., je uvedeny v Dodatku
A). Zagnime so stavom (6.32) zodpovedajicim konfiguracii

Cij = C1max

pre vietky 7, j. Vtedy je jednoduché (z dovodu tplne symetrie systému) spocitat’ prislusné -;;,
ktoré tiez nie je zdvislé od indexov. V d’alsom budeme postupne, krok po kroku menit’ para-
metre stavu a nastavovat’ ho na zelané konkurencie. Po kazdom kroku (v ktorom nastavujeme
specifickd dvojicu Cj;) bude platit, ze

e Hodnota konkurencie mezi qubitmi ¢ a j je presne takd, aki pozadujeme

e Vsetky ostatné konkurencie si viicsie alebo rovné ako pred poslednym krokom
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e Parameter 7;; je mensf ako pred poslednym krokom
e Vsetky ostatné parametre v si mensie alebo rovné ako pred poslednym krokom

e Iterac¢ny limit (vSetky parametre v rovné nule) zodpovedd nulovej konkurencii. Ked’ze
sa k pozadovanej konfiguracii vzdy blizime (z pohladu konkurencii) zhora, musime v
priebehu iterdcie (pri kone¢nom pocte krokov s konecnou presnostou) néjst’ hl'adany
stav.

Existencia hl'adaného stavu je dokdzand v Dodatku A pomocou existencie limity itera-
cie. Urobili sme vsak aj numerické pokusy, ktoré ukazali, ze postup vel'mi rychlo konverguje.
Pri ndhodne zvolenej konfiguracii vyhovujicej podmienke (6.36) uz po niekol’kych desiatkach
krokov (pod jednym krokom rozumiem postupni zmenu vsetkych parametrov ;;) bola dosi-
ahnutd absolitna presnost v C;; lepsia ako 107 na najhorgej dvojici.

Sucastou prace na previazanych grafoch bol aj navrh ich efektivnej pripravy s pouzitim
kvantovych logickych sieti. Dokdzali sme, Ze stav v navrhovanej forme je mozné zostrojit’ v
exponencidlne krat§om case ako vSeobecny stav za pouzitia len konstantného mnozstva po-
mocnych qubitov (tri). Tejto problematike sa vsak v praci nebudem d’alej venovat, motivéaciu,
popis aj vysledky je mozné néjst’ (rovnako ako vyssie uvedené fakty) v ¢lanku [6].
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Kapitola 7

Korelované grafy

V predchadzajicej kapitole som sa venoval zdiel'aniu previazania, kvantovych korelédcif v sys-
témoch mnohych qubitov. V nasledujicich riadkoch rozsirim skiimany problém aj na klasické
koreldcie. Ukazem, ze rovnako ako pre previazané grafy, pre kazdy korelovany graf existuje
zmiesany stav, ktory je reprezentovany tymto grafom. Skutoc¢nost’ sa ale meni pri ¢istych
stavoch, kde dokazem, ze existuje kategoria grafov (grafy z takzvanou otvorenou hranou), pre
ktoré neexistuju ziadne cisté stavy.

7.1 Definicie

Uvazujme v8eobecny stav p systému S pozostdvajiceho z N qubitov. Rovnako ako v pred-
chadzajicom pripade, matice hustoty dvojic castic si definované ako

pij = Tragigy (p), (7.1)

kde S\{i, j } je oznacenie celého systému s vynimkou qubitov i a j. Pre previazané grafy stacilo,
ak sme operdtory (7.1) rozdelili do dvoch kategérii. Operétory, ktoré spliali podmienku

Pij = Z G @& (7.2)

sme nazvali separabilné a vsetky ostatné neseparabilné, previazané. Pre definiciu korelovanych
grafov rozdelime skupinu operdtorov spiﬂajlicich podmienku (7.2) na dve skupiny. Ak suma
obsahuje aspon dva ¢leny (n > 1), nazveme dvojcasticovy operdtor klasicky korelovany, v
opacnom pripade bude nekorelovany (faktorizovany), spiﬁajl’lci tiez podmienku

pij = pi @ pj, (7.3)

kde
pi =Trs\ gy (p) (7.4)

a S\{i} oznacuje cely systém okrem i-teho qubitu.
S takto definovanymi skupinami dvojcasticovych operdtorov moézeme zaviest’ koncept ko-
relovanych grafov (niekol’ko prikladov korelovanych grafov pre styri qubity je na obrazku (7.1))

e Systém NN qubitov je reprezentovany grafom s N vrcholmi;
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Obrézok 7.1: Priklady korelovanych grafov pre styri qubity. Plna ¢iara oznacuje previazanie,
c¢iarkovand ciara klasickd koreldciu. Pokial’ qubity nie su spojené ziadnou hranou (na rozdiel
od previazanych grafov) to znamend, Ze ich stav je faktorizovany a nevykazuje ani klasicku
korelaciu

e Vrcholy v grafe mozu byt spojené dvoma druhmi hrén;

e Hrana previazania (plnd ¢iara) oznacuje kvantovi koreldciu medzi prislichajicimi qubit-

mi;

e Korela¢nd hrana (¢iarkovand ¢iara) oznacuje klasicku (a len klasicki) koreldciu medzi
prislichajicimi qubitmi;

e Ziadna hrana medzi qubitmi vyjadruje fakt, Ze ich stav je plne faktorizovany, nevykazuje
ziadnu koreldciu (7.3).

Uz z definicie grafu je jasné, ze pokial mame k dispozicii stav systému (¢i uz ¢isty alebo
zmiesany), dokdzeme k nemu skonstruovat’ graf. Staci, ak skonstruujeme vsetky dvojcasticové
operétory prislichajice jednotlivym dvojiciam qubitov a otestujeme, do ktorej skupiny (previa
zané, klasicky korelované, faktorizované) patria. Ovel'a zaujimavejsia je otdzka, ¢ dokdzeme
platnost’ tohoto tvrdenia otocit: ¢i ku kazdému danému grafu dokdazeme skongtruovat’ stav
(¢isty alebo zmiesany), ktory by spliial podmienky dané grafom. Inak povedané, otdzka znie,
¢i (nezavisle na sile) moze previazanie alebo klasickd koreldcia medzi niektorymi dvojica-
mi v systéme implikovat’ klasicki koreldciu (ze nemoze implikovat’ previazanie som ukdzal v
prechadzajicej kapitole) medzi inymi dvojicami qubitov.

Graf samotny bude vzdy zadany po¢tom vrcholov N a dvoma mnozinami neusporiadanych
dvojic vrcholov {i,j}. V prvd mnozina S¥ budi vietky také dvojice vrcholov, ktoré zod-
povedaji previazanym dvojiciam qubitov; {i,j} € ST < {i,j} si previazané. V druhej
mnozine S¢ budd korelované dvojice; {i,j} € S¢ < {i,j} st korelované. Kazdd dvojica
qubitov, ktorych zodpovedajice vrcholy spiﬁajl’l {i,j} ¢ S° je v nekorelovanom, faktorizo-
vanom stave. Je pochopitelné, ze S¥ C S, teda kazdy previazany par je aj korelovany (pozri
kapitolu o klasickych koreldcidch v kvantovej fyzike). Moézeme teda definovat’ podmnozinu
S¢, mnozinu klasicky (a len kasicky) korelovanych parov S¢¢ = S¢\SE. Pre jednoduchost’
v dalsom oznacovani definujem tiez vektor 7 (dizky N), ktorého komponenty m; oznacuju
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pocet vrcholov {i,j} ¢ S¢ s fixnym i, teda vrcholov, ktoré nie si spojené ziadnou hranou
s i-tym vrcholom (poc¢et qubitov, ktoré si nekorelované s i-tym qubitom). Ozna¢im celkovy
pocet nekorelovanych dvojic ako M = % Zf\il m;. Nerovnice

N(N —1)

<
< M<
0 = - 2

(7.5)
vyjadruju zdkladné vlastnosti systému, ze pocet nekorelovanych qubitov je obmedzeny ich

celkovym poc¢tom N —1 a celkovy pocet nekorelovanych dvojic zasa celkovym moznym poctom
hrén N(N —1)/2.

7.2 ZmieSané stavy

Hl'adanie zmiesanych stavov k zadanému grafu je ¢asto o cosi jednoduchsie ako ¢istych (disku-
siu pozri v predchddzajicich kapitoldch). Aj v tomto pripade je tomu tak. Ukdzem, ze existuje
univerzalny tvar zmiesaného stavu, ktory sa d4 na zsdklade parametrov grafu S¥ a S¢ upravit
tak, aby spiflal poziadavky na previazanie a koreldcie kladené grafom. Tym ukdZzem, Ze pre
kazdy korelovany graf existuje stav, ktory je reprezentovany tymto grafom.

Teorém Zmiesany stav N qubitov dany rovnicou

p= ! Q{lj\ﬂ —3N+%M+2} 0...0)(0...0] (7.6)

2(N —1)
+Zl —1) —lmZ] 0...01,0...0)(0...01,0...0|

+ )" 0...01,0...0)(0...01,0...0|

{i,j}eSE

+ > 10...01;0...0)(0...01,0...0]

{z’,j}eSE

+ > yo .01;0...01,0...0(0...01,0...01,0...0|}
{%,J}§ZSC

je reprezentovany grafom s potétom vrcholov N, dangm mnoZinami S¥ a S¢.

Najskor je potrebné ukdzat, ze stav (7.6) je vobec fyzikdlnym stavom. Normovanie overime
jednoducho, d’'alej by sa dalo ukéizat, ze vietky vlastné hodnoty matice si kladné. Jednoduchsie
je ale uvedomit’ si, ze stav p vznikol ako konvexnd kombindcia stavov |0...0...0), |0...01,0...0),
|0...01,0...01,0...0) a % (10...01,0...0) 4 |0...01,0...0)), pricom konvexnost’ zarucuje fakt, ze

[EESEEI ED ot

g {iiyes®?

teda ze pocet korelovanych parov je vzdy vicsi, nanajvys rovny poctu previazanych parov.
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V dalsom najskor ukdzem, Ze pre kazdu dvojicu qubitov, ak {i,j} € SE, je ich stav
previazany.V tomto pripade m4d redukovany operstor ziskany z matice (7.6) tvar

2N? — 6N + 4 0 0 0
1 0 N -1 1 0

E __
0 0 0 0

Vzhl'adom na vel'mi jednoduchy tvar matice (7.7) je mozné bez problémov spocitat’ konkuren-
ciu, pricom vysledok
1
C=——=5>0 (7.8)
(N —1)

zarucuje, ze vietky dvojice qubitov {i,j} € SE budi previazané.

Pre kazdi dvojicu {i,j} € S¢¢ = SY\SF pozadujeme, aby qubity i a j boli korelované,
ale nie previazané. Zodpovedajici operator hustoty ma tvar

ON? 6N +4 0 0 0
1 0 N-1 0 0
C _
Pi = YN =) 0 0 N-10 (7.9)
0 0 0 0

Na prvy pohlad je zrejmé, ze matica je diagondlna a ¢iastoénd transpozicia (PPT) maticu
nechd v povodnom tvare, nezmenia sa teda ani jej vlastné hodnoty. Tie si zjavne nezdporné,
preto je stav (7.9) separabilny, nevykazuje ziadne kvantové koreldcie.

Na urcenie pritomnosti klasickych koreldcii potrebujem najskor spocitat’ operdtory jed-
notlivych qubitov p; a p; (7.4) a overit’ platnost’ (lepsie povedané neplatnost) rovnice (7.3).
Operdtory maju tvar:

1 2N?—-5N+3 0
Pz—Pj—m( 0 N—1>‘ (7.10)
a ich tenzorovy sicin
2N?—6N+3 0 0 0
B 1 0 N-%2 0 0
PP = N e 0 0" N2 0 (7.11)
0 0 0o 3

Je zjavné, ze p; ® p; # pg a qubity v stave (7.9) si korelované, ale nie previazané.

Zostéva uz len overit), ze vietky zvysné pary {i,j} ¢ S¢ su vo faktorizovanom stave, teda
splitajii podmienku (7.3). Ich redukovany operétor ziskany podla (7.1) p° mé presne tvar
(7.11), ¢o znamena, ze ,ofj = p; ® p; a podmienka je splnend.

Tymto sme ukdzali, ze stav (7.6) reprezentuje grafy dané mnozinami S a S¢, teda pre
kazdy graf dany tymito mnozinami je mozné najst’ zmiesany stav. Okrem toho, stav (7.6)
vykazuje aj d’alsie zaujimavé vlastnosti. Kedze vietky redukované operatory p¥ ( {i,;j} € SF)
si rovnaké, aj sila previazania tych qubitov, ktoré previazané byt maji, je rovnaka. Okrem
toho, z rovnice (7.10) je zrejmé, Ze vietky jednocasticové operatory si rovnaké, a to nezévisle
na tom, ¢i, kol'ko a pripadne akych hréan vychddza z niektorého qubitu. Jeho jednocasticvy
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stav je dany len a len poc¢tom castic v systéme N. Z bezpecnostného hl'adiska to je zaujimavé
preto, ze ak mame k dispozicii len jednu jedini casticu, nedokdzeme zistit’ ni¢ o celkovom
stave systému, ani keby sme ju mali v mnohych képidch. Na druhej strane, z dvojcasticovych
operétorov dokdzeme (znova, pri dostatoénom pocte kopif) zistit’ véetky parametre grafu. To
pochopitel'ne neznamend, ze dokdzeme tiplne zrekonstruovat’ samotny fyzikdlny stav. Kazdému
grafu zodpoveda velké mnozstvo tychto stavov a a pomocou informécii o dvojcasticovych
korelacidch dokdzeme len zatriedit’ nezndamy stav do triedy, zodpovedajicej prave jednému
grafu.

7.3 Cisté stavy

Analyza existencie ¢i neexistencie Cistych stavov pre jednotlivé korelované grafy je velmi
narocnd. Stavy, kde su $pecifické dvojice qubitov faktorizované sa hl'adajui len vel'mi tazko.
Jednym z dovodov je, ze (na rozdiel od previazania), ak je specificky stav faktorizovany, pre
jeho okolie to uz vo vseobecnosti neplati. Inak povedané, v Hilbertovom priestore, na ktorom
pracujeme, tvoria stavy so $pecifickymi dvojicami qubitov faktorizovanymi (aj lokdlne) pod
mnoziny nizsich dimenzif (intuitivne sa to da predstavit’ tak, ze z 'ubovol'ného faktorizovaného
stavu vzdy existuje smer, v ktorom ak sa pohneme I'ubovol'ne maly krok, objavia sa klasické
koreldcie). Naviac, numerické Monte-Carlo simuldcie si vhodné v pripade, ak potrebujeme
dokézat, ze nejaky stav existuje (skor alebo neskor sa zvycajne pri dobre zvolenych para-
metroch objavi). Ak ale potrebujeme ukdzat), ze stav neexistuje, musime to urobit’ analyticky
alebo systematickym numerickym prehl'adanim priestoru, ¢o pri vii¢Ssom pocte qubitov nie je
mozZné.
Na zaciatku preto podrobne rozoberiem problém korelovanych grafov pre tri qubity. Ukdzem,

pre ktoré grafy existuju Cisté stavy, pre ktoré nie a preco. V dalsej ¢asti ukdzem existenciu
(pripadne neexistenciu) stavov pre niektoré triedy grafov.

7.3.1 Trojcasticové grafy

V pripade troch ¢astic existuje desat’ roznych korelovanych grafov, ktoré si prezentované na
obrédzku 7.2. Pre sest’ z desiatich grafov dokdzeme bez problémov ngjst’ priklady stavov:

a) — [000);
10)(100) + [11)) ;

Sl

g — %(|001> 1 1010) + |100))
h) — 5 (000) +[100) + |110) + [111)) ;
i) — ! (|000) + |011) + [111)) ;

S

3
) 1

i) — —=

V2

Zvysné styri grafy nemajui reprezentédciu na priestore Cistych stavov troch qubitov. Nie je ob-

tiazne tento fakt dokdzat’ explicitne, odvolam sa tu ale na nizsie dokdzané vseobecné tvrdenie,

(J000) + [111)).
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Obrézok 7.2: Desat’ korelovanych grafov pre tri qubity. Plnd ¢iara zndzornuje previazanie,
zatial' ¢o ciarkovand len klasicki koreldciu. Vrcholy, ktoré nie si spojené ziadnou hranou
reprezentujui faktorizovami dvojicu qubitov.

7Ze neexistju stavy pre ziadne grafy s otvorenymi hranami (hranami, ktoré nie si sucastou ani
jedného cyklu)?.

7.3.2 Viaccasticové grafy

So zvysujlicim sa poc¢tom ¢astic narastd pocet grafov typicky ako exp(N?) a uz pre N = 4
ich je viac ako 100. Zjavne je preto nutné hl'adanie stavov zosystematizovat. Rozdelim vietky
grafy na dve zdkladné triedy:

e Nespojité grafy: V tejto kategérii budi grafy, v ktorych mozem vrcholy rozdelit na dve
skupiny (pricom kazdy vrchol patri do prave jednej skupiny) a ziadna dvojica vrcholov
z roznych skupin nebude spojend ani hranou previazania, ani korelacnou hranou.

e Spojité grafy: V tychto grafov su kazdé dva vrcholy spojené bud’ priamo, alebo prostred-
nictvom d’alsich vrcholov nejakou hranou (pri tomto deleni nerozlisujem typy hran).

Uvédzme najskor kategériu nespojitych grafov. Pre velké N bude podiel tychto grafov na
celkovom pocte klesat), ale je jednoduché rozhodnit’ o tom, ¢i pre ne existuje alebo neexistuje
Cisty stav. Staci, ak vyuzijem existujice rozdelenie vrcholov (a teda aj qubitov) na (aspon)
dve casti a oznacim tieto ¢asti ako podsystémy A a B. Ked'ze tieto dva podsystémy systému
S nesmi byt korelované, musi platit’

ps = pa & pB,

! Jedinou vynimkou je graf typu b), teda ak mame izolovani hranu reprezentujiicu previazanie. Vzhl'adom
na to, ze v takomto pripade mozeme dva previazané qubity od systému oddelit’ (lebo ich stav je faktorizovany
vzhl'adom na zvysok systému), v d’alsom sa nebudem tymto pripadom zaoberat.
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Obréazok 7.3: Priklady nespojitych grafov pre pét qubitov. V prvom riadku su tri priklady
grafov, ktoré nemaju reprezentanta medzi ¢istymi stavmi (vzdy tomu bréni otvorend hrana),
v druhom riadku su tri priklady existujicich stavov.

kde pg je matica hustoty celého systému a p4 a pg st matice hustoty prislusnych podsystémov.
Predpokladdme vsak, ze systém S je v ¢istom stave a teda musi zaroven aj platit’

W) =) a® [)p- (7.12)

Mobzem preto vyslovit’ tvrdenie, ze stav |¥), existuje vtedy a len vtedy, ak existuji stavy
) 4 a |¢) 5. Preto plati, ze pre nespojity graf existuje Cisty stav, ktory je reprezentovany
tymto grafom vtedy a len vtedy, ak existuje Cisty stav pre obe nespojené casti grafu. Rov-
nakym sposobom by som mohol postupovat’ v deleni d’alej, az kym by vsetky podsystémy
neboli reprezentované spojitymi grafmi. Rozhodovanie o triede nespojitych grafov sa teda
zredukovalo na rozhodovanie o spojitych grafoch s mensim poc¢tom vrcholov.

Na obrdzku (7.3) je niekolko prikladov nespojitych grafov, pre ktoré neexistuju (prvy
riadok) a existuju (druhy riadok) ¢isté stavy.

Pre spojité grafy som nebol schopny ndjst’ jednoznacné kritérium, ktoré by urcovalo, ¢i
existuje pre ten-ktory graf Cisty stav, alebo nie. Viem vSak, ze urcite neexistuje ¢isty stav
pre vietky grafy (ako uz bolo ukdzané v pripade troch qubitov). Ak totiz v grafe (N > 2)
existuje otvorend hrana (hrana, ktorad nie je sucastou ziadneho cyklu), teda existuje v nom
vrchol, ktory je spojeny so zvyskom systému len jedinou hranou, neexistuje ¢isty stav, ktory
by bol reprezentovany tymto grafom.

Ozna¢im si qubit, ktory je spojeny so zvyskom systému len jedinou hranou, ako pruvy
qubit. Qubit, ktory je na druhom konci otvorenej hrany (qubit sprostredkovavajici spojenie
so zvyskom systému) oznacim ako druhy qubit. Zvysok systému budem oznacovat’ jednoducho
ako zvysok. Presnd struktira zvysku nebude v tomto pripade zaujimava, jediné co je podstatné
je, ze zvysok je spojeny aspoii jednou hranou s druhym qubitom (inak by sa nejednalo o spojity
graf). Oznacenie je schématicky zndzornené na obrazku (7.4).

Pozadujem, aby bol prvy qubit previazany, alebo aspon klasicky korelovany s druhym
qubitom. Musfi byt’ teda v zmieSsanom stave a jeho operdtor moézem zapisat’ v tvare

pr=a ) (o] + (L —a) [o4) (44, (7.13)
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Obrézok 7.4: Schématické zndzornenie usporiadania grafu s otvorenou hranou a oznacenie
jednotlivych jeho casti.

kde 0 < a < 1 a stavy [¢) a [¢*) st navzdjom kolmé, teda (|yp+) = 0.
Cast’ systému oznacend ako zvysok musi byt rovnako v zmiesanom stave, ked’ze pozadujem
jej koreldciu s druhym qubitom. Operdtor zvysku p,.s sa tak dd zapisat’ v tvare

prest = A|T) (] + (1 = A)pg;, (7.14)

kde 0 < A < 1 a pg je operdtor hustoty N — 2 qubitov kolmy na |¥), teda (¥|pg|¥) = 0.
Vyzadujem, aby prvy qubit nebol korelovany so zvyskom systému, musi teda pre celkovy
operdtor bez druhého qubitu pig.es: platit, ze je len tenzorovym sic¢inom jednotlivych operé-
torov:

Plarest = P1 D Prest -

Na druhej strane pozadujem, aby celkovy stav systému N qubitov bol ¢isty stav |Z)1goqrest-
V istom zmysle preto budem robit’ purifikdciu? zvysku systému spolu s prvym qubitom len
pomocou druhého qubitu. Musi pritom platit p; = Traest(|Z)(2]), prest = Tra1(|2)(Z]) a
Prarest = 1ra(|2)(Z|). Toto vsak evidentne nie je mozné. Aj ked’ by som predpokladal, ze
matica pg v rovnici (7.14) je projektor (pg = |¥1)(¥|), dostal by som pre stav systému bez
druhého qubitu operédtor:

Plarest = P1 O Prest (7.15)
= aA[YU)(P¥] + a(l — A) [pU) (]
+(1 = a)A | U) (|
+(1—a)(1 — A) [ ) (T .

Na purifikdciu takéhoto stavu potrebujem systém minimélne so §tyrmi stupriami vol'nosti [33],
mam vsak k dispozicii len qubit dva, systém s dvoma stupiiami vol'nosti. Tymto som dokdzal,
ze pre ziaden spojity graf s otvorenou hranou a aspori troma vrcholmi nemoze existovat’ Cisty
stav.

2Pod purifikiciou rozumieme rozsirenie podsystému, ktory sa nachddza v zmiesanom stave o d’alsf podsys-
tém tak, aby sa cely systém nachddzal uz v ¢istom stave. Minimdlna vel’kost' nového podsystému vo vieobecnos-
ti zdvist od stavu povodného systému a je ohrani¢end nulou (ak bol povodny stav ¢isty) a velkostou pévodného
systému (ak je napriklad v tplnej zmesi).

Plati vsak, ze minimdalny rozmer nového podsystému je dany Schmidtovym ¢islom, ktoré urc¢uje minimalny
pocet kolmych vektorov pouzitych pri rozpise matice hustoty do tvaru p = >~ a; |1;) (¢;| (pricom (¢;] ;) = di5).
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7.3.3 Dalsie typy grafov

Previazané siete

Problém je relativne jednoduchy v pripade, ak je kazdd dvojica vrcholov spojend nejakou
hranou, teda ziadna dvojica nie je vo faktorizovanom stave. Tu mdzem pouzit’ stav z pred-
chddzajicej kapitoly o previazanych grafoch v tvare

=) = alo. o>+5|1 1) (7.16)
+ > \/—!1 2710.-.0)\¢i.53

{i.j}es®?

s normalizaénou podmienkou |a|* + |3)* +|v|* = 1 a a, 8,7 > 0. Cisty stav (7.16) je reprezen-
tovany grafom, v ktorom su vietky dvojice z S¥ previazané a vietky ostatné dvojice klasicky
korelované.

Styri qubity
Ak vylicim také grafy, o ktorych sa dd na zéklade uz uvedenych kritérii rozhodniit, zostane
pre $tyri ¢astice priblizne dvadsat’ zvy$nych grafov (zvicsa grafy typu ”"stvorec”, teda grafy s
uzavretym kruhom a chybajicimi koreldciami na jednej alebo oboch uhloprleckach). Pomocou
Monte-Carlo simuldcii sa mi podarilo néjst’ pre kazdy takyto graf ¢isty stav. Otdzka existencie
¢i neexistencie ¢istych stavov sa tak prestiva na pét’ a viac qubitov.

Pokracovanie v numerickych vypoctoch je vsak mimoriadne néroc¢né, a to z roznych dévodov.
Jednak, ako som spominal vyssie, pocet grafov rastie vel'mi rychlo. Naviac rastie exponen-
cidlne aj rozmer Hilbertovho priestoru a tym vypoctova ndrocnost’ pre kazdy jednotlivy graf.
Najdolezitejsi problém ale je, ze ”faktorizovanost” jednotlivych dvojic nie je mozné néjst’ nu-
mericky, je nutné ju vlozit’ ako podmienku prehl’addvania priamo do parametrov programu,
¢o nie je vzdy jednoznaéne mozné (napriklad pri grafe tvaru "kruh” pre pit castic by bolo
potrebné vlozit’ piat’ explicitnych podmienok pri zachovani dostato¢nej vol'nosti na prehl'adé-
vanie priestoru).

7.3.4 Dalsie moznosti postupu

Ako som spomenul vysSie, pripad ¢istych stavov v sebe skryva mnohé zaujimavé otdzky.
Odpoved’ aj na ti najjednoduchsiu (ktoré korelované grafy maju fyzikdlnu realizaciu) sa hl'ada
pre VACST pocet castic len vel'mi tazko. Pritom je zdkladom na d’alsie skiimanie problému.

Vel'mi zaujimavé by bolo rozsirit’ skimanie aj na vdhované korelované grafy. 7 princi-
pidlneho hladiska s tym nie je problém, mdzeme si zvolit’ vhodni mieru klasickej korelécie,
charakterizovat’ kazdd hranu dvoma parametrami (miera koreldcie a previazania) a skdmat’
takto vzniknuté grafy.

Aby vsak toto skiimanie nebolo samotcelné, je rozumné si sformulovat’ niektoré poziadavky
na mieru klasickej koreldcie. Aby sa dali obe miery akymsi sposobom porovnédvat, ohrani¢im
obe nulou a jedni¢kou (pre ziadnu a maximélnu koreldciu, resp. previazanie). Ked’ze na ¢istom
stave dvoch qubitov neexistuji iné ako kvantové koreldcie (¢isty stav dvoch klasickych bitov
ziadne koreldcie vykazovat’ nemoze), budem tiez pozadovat, aby v takomto pripade vykazovali
obe miery rovnaké hodnoty.

Ak priddm d’alsiu, tiez dobre pochopitelni poziadavku, aby miera klasickej koreldcie
na l'ubovolnom systéme dvoch qubitov nadubtidala minimdlne hodnotu miery previazania,
dostanem sa do komplikovanej situdcie, nakol’ko ziadna z existujicich mier (ani ich jednoduché
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kombinédcie ¢i nasobky) vsetky vyssie uvedené poziadavky nespifla. Bolo by treto vel'mi za-
ujimavé definovat’ takui mieru, ktorda by tieto poziadavky splnila a skimat’ jej vlastnosti v
porovnani s existujuicimi mierami.
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Kapitola 8

Rekonstrukcie jednoqubitovych
kvantovych operacii

V piatej kapitole som rozobral moznosti odhadu kvantovych stavov pri dostatku aj nedostatku
potrebnych informaécii. Uviedol som tiez spdsoby odhadu kvantovych operacii v pripade, ak
mame k dispozicii vSetky potrebné udaje. V tejto casti prace sa budem zaoberat’ rekonstruk-
ciou kvantovych operacif pri nedostatku potrebnych informacii. V prvej sekcii sa budem veno-
vat’ pripadu, ak je statistika dostato¢nd, ale obor vstupnych stavov je prilis maly, teda neméame
vobec pokryté niektoré zlozky operacie. V druhej casti sa budem venovat’ vel'mi praktické-
mu problému, ked’ méme k dispozicii priamo vysledky merania vo forme tzv. "klikov" (teda
bindrnych vysledkov merania priemetu spinu) a chceme z nich zrekonstruovat’ nasu operaciu
s pouzitim Maximum Likelyhood (ML) met6édy. Na zaver tiez uvediem moznosti vyuzitia
tejto metédy pri hl'adani najblizsej fyzikdlnej operdcie k nefyzikdlnym (nie dplne pozitivnym,
nelinedrnym atd’.) operédcidam.

8.1 Neuplné rekonstrukcie

Kazdé rekonstrukcia musi byt’ ¢o najkonzervativnejsia; nesmieme rekonstruovanému objektu
pripisovat’ ziadne vlastnosti, ktoré priamo nevyplyvaji z nameranych dat [41]. Pri rekonstrukeii
operdcii z netplnych dét budeme mat’ tento princip neustdle na pamiiti. Pokiisme sa teda
navrhnit’ sposob, ako odhadmit’ kvantovi operédciu v pripade, ak mame k dispozicii dosta-
tocnu $tatistiku, ale len obmedzeny rozsah vstupnych stavov (tri, dva, jeden, alebo dokonca
ziaden).

Prave posledne menovana situdcia skryva kli¢ k celému problému. Méme vyrieseni situd-
cie, ked’ mame vsetky potrebné ddta. Ak preto navrhneme rieSenie situdcie pri absolitnom
nedostatku dat, vSetky ostatné problémy sa budi dat’ vyriesit’ akousi formou extrapoldcie.
Zdékladna otédzka teda znie: Aky md byt nds odhad operacie, ak nemdme o nej ziadne infor-
mécie? Ak ndm niekto dodal ¢ernu skrinku, tvrdi (a my mu verime), Ze to je jednoqubitova
fyzikdlna operdcia bez pamiite, ¢o o tej skrinke vieme povedat”

Prva myslienka bola vyuzit’ rovnaky postup, ako sa pouziva pri stavoch - navrhnit’ teda
ako vysledok ti operaciu, ktord je nevihovanym priemerom vsetkych pripustnych operacif - v
pripade tplného nedostatku merani priemerom vsetkych fyzikdlnych operdcii. Tento priemer
by sa vsak jednak velmi tazko ratal (podmienka tiplnej pozitivity je znacne komplikovana),
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hlavne viak nemdme takid vyznaéni' mieru, cez ktorti by sme mohli priemer robit. Topolégia

samotného priestoru operdcif je zna¢ne komplikovand: napriklad extremdlnymi bodmi nie si
len unitérne operacie (ako by sa dalo predpokladat z analdgie so stavmi, ale aj d’alsie operacie.
Preto budeme musiet’ najst’ iny postup, ako vyriesit’ problém definovany v ivode kapitoly.
Vychddzajic z vyssie uvedeného principu, nesmieme tejto operécii prisudit’ ziadnu vlast-
nost, ktord jej nevieme dokdzat’ z merani. A kedZe Ziadne merania nemdme, nesmieme jej
teda prisudzovat’ ziadnu konkrétnu vlastnost. Z dovodov symetrie mdzeme predpokladat, ze
vhodné operédcia by mala mat’ obor hodnét na stavovom priestore ohraniceny gulou s danym
polomerom. KedZe niet dévodu vybrat’ konkrétny polomer, ostdvaji na vyber dva extrémne
polomery - maximalny (reprezentujuci unitdrne operdcie) a nulovy (reprezentujici kontrak-
ciu do tplnej zmesi). Lubovolnd unitdrna operécia je vSak extremalnym bodom na priestore
vsetkych operdcii, nemoze byt teda vysledkom ziadnej formy priemerovania cez operécie. To-
to by bolo v evidentnom rozpore s povodnou myslienkou ziskat’ tito operdciu ako priemer
v8etkych moznych operacii (inak povedané, nevieme priemer urobit, ale vieme povedat), ktoré
vysledky su urcite neakceptovatelné). Jediné mozné riesenie preto zostava kontrakcia vsetkych
moznych stavov do tiplnej zmesi (teda zrusenie vsetkej informécie, ktort stav ma)l a uniformnd
produkcia zmesi Z/2 (detaily v ¢ldnku [41]). Matematicky vieme teda nasu operdciu zapisat

ako .
£0: 0 EI. (8.1)

Dalsi postup je uz velmi jednoduchy. Pokial’ ndm to dané ddta umoziuji, budeme sa,
snazit’ "postvat" kazdy mozny stav do tplnej zmesi. Pokial’ by to bolo v rozpore s dédtami,
urobime taki zmenu operdcie na prislusnom stave (z vybranych $tyroch bazovych stavov, na
ktorych budeme rekonstrukciu prevddzat), aby sme ju ¢o najmenej upravili. Budeme sa teda
snazit’ minimalizovat’ vzdialenost’ (na priestore stavov, tato je dobre definovand) vystupného
stavu pre dany vstupny stav od uplnej zmesi. No v pripade, ak ndm dé&ta neumoznuji ani
len mapovanie iplnej zmesi na tiplni zmes (teda operacia, napriek nasej snahe, nemoze byt
unitdlna €[17] # 17), budeme sa snazit’ ostatné bazové stavy postvat’ ¢o najblizgie k miestu,
kam je posunutd tplnd zmes, teda e[| = ¢[3Z].

Inak povedané, budeme postupne robit’ nasledujice kroky:

1. Odhadneme tie parametre matice, o ktorych mame informécie z dat

2. Ak nemdme tiplné informécie o 5[%1], budeme sa snazit’ operdciu odhadnit tak, aby sme
minimalizovali D(e[1Z],17) za zachovania uplne] pozitivity operdcie

3. Odhadneme ostatné parametre tak, aby sme minimalizovali D([o;], emin[3Z]) pre vietky
stavy p, pre ktoré nevyplyva transformdcia z dét, znova za podmienku zachovania tiplnej
pozitivity operacie.

V dalsej casti budeme analyzovat’ jednotlivé priklady pre rézne pocty vstupnych stavov.
Budeme pritom predpokladat, ze vstupné déta si korektné, teda umoziiuji najst’ aspon jednu
fyzikdlnu operdciu, ktord ddva namerané vysledky (nepredpokladdme teda, ze by chyby v
experimente mohli spdsobit’ to, ze data si nefyzikdlne).

'Pod pojmom vyznaéng tu rozumiem unikdtnu mieru. Na priestore operacif je pochopitelne mozné zaviest
mieru, ktord spliia vsetky rozumné poziadavky. Problémom je, ze takychto mier je mozné zaviest’ viacej a neda
sa rozhodnit, ktord z nich pouzit’ pre d’alsf postup.
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8.1.1 Ziaden vstupny stav

Tu je situdcia tplne jednoduchd, odhadovand matica md tvar kontrakcie do 1iplnej zmesi

o =

oSO O =
o O O
o OO
o O OO

8.1.2 Jeden vstupny stav

Rozdelime tento pripad na tri zdkladné moznosti. Bud’ méme k dispozicii ako vstup tplni
zmes, alebo Cisty stav, alebo zmieSany stav.
Ak mame k dispozicii iplni zmes, mame informéciu o transformécii

1 1
2 2
Potom nds odhad operéacie bude jednoznacne urceny
1 1 Y
clo = cloy) = <lo.) = <l37] = 5T + )

a trividlne diplne pozitivny (kontrakcia na konkrétny stav je vzdy tplne pozitivna).

Ak méme informéciu o transformécii ¢istého stavu |¢), (predpokladdme vstupny stav v
smere osi z, ¢o je vzdy mozné vhodnou vol'bou osi; predpokladdme tiez takid vol'bu osi na
vystupe, aby vystupny stav bol v smere osi 2/, teda pracujeme s tzv. adaptabilnou bazou
definovanou az na zéklade vstupnych a vystupnych stavov):

1 1 . 1
P =) (] = (T +02) = (T 47 ) = 5T +70), (33)
kde 7 = |7'|. Mozeme predpokladat), ze mapa ¢ is unitdlna, kedze D(e[P.], %I) =r<1=
D(3Z,P.). N&s odhad je teda elo,] = €lo,] = ¢[3Z] = 3Z , to znamend, ze obor hodnot
na stavovom priestore je tsecka centrovand v strede Blochovej sféry s dizkou 7. Operdcia je
trividlne uplne pozitivna (znova, vsetky operdcie, ktorych obor hodnot je tisecka, su tiplne
pozitivne).
Na zaver rozdiskutujme najzlozitejsi pripad, ked’ mame k dispozicii jediny zmieSany stav,
pricom stédle pracujeme v adaptabilnej béze:
o 1 ’ 1 o
0= §(I+7°SZ) — 0 = §(I+7‘SZ).
V tomto pripade najskor musime zistit) ¢i je (respektive moze byt) skimand operacia unitalna
alebo nie. Z geometrického hl'adiska je jasné, ze unitdlnost’ moze byt zachovand prave vtedy,
ak je vysledny stav nie d’alej od tiplnej zmesi ako vstupny stav. Tieto vzdialenosti si
1 1 /
D(Q,—I):T; D(Q,—I):T,
2 2
takze unitarita bude zdvisiet’ od znamienka A = r — /. Ak A > 0 (p je posivand blizsie
k stredu gule), potom je transformdcia unitdlna, ak je vak A < 0 operdcia musi hybat
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aj uplnou zmesou. V zmysle naSej stratégie teraz ale pozadujeme, aby bol tento posun ¢o
najmensi. Je logické, ze smer musi byt rovnaky, ako je smer vektora vysledného stavu (teda
v nasej, adaptabilnej baze v smere osi z), otdzna je len jeho velkost.
7 poziadavky pozitivity vieme, Ze stav
1, .1

A= %e[g] (1= )el7] (8.4)

musi byt pozitivny, teda musi platit A = %(I + kS.) pre £ < 1. Porovnanim tychto dvoch

vyjadreni pre A dostaneme
1 1 v — kr
_I — _ I Sl )
6[2 | 2 ( i z)

Vzdialenost D(¢[37],37) = |(' — kr)/(1 — )| je najmensia pre x = 1 (za podmienky x < 1),
preto nasa rekonstruovand operdcia bude

0—0';
0z, Oy, %I — 5[%1] = % (I—i— 7:::5’;) :
Zobrazenie
1 00 0
R I I (8.5)
m=r 0 0 1-t=r

spifla podmienku tplnej pozitivity, ¢o sa dd jedoducho overit’ jeho rozsirenim (o identitu) na
dva qubity a aplidciou na maximélne previazany stav.

Pripad " < r (A > 0), ako uz bolo spomenuté¢ vyssie, je jednoduchsi. Mozeme predpok-
ladat, ze rekonstruovand operécia je unitdlna a urobit’ odhad

0o— ¢

1 1 1

Oz Oy, §I - 5[51] = 51

a z toho vyplyvajicu maticu

1 00 O
000 O

““looo o (8.6)
000 7/r

Rovnako ako predoslé, aj tato matica je trividlne tiplne pozitivna. Uvediem len pre doplnenie,
ze v pripade dotyku podmienok 7’ = r nadobuda matica (8.5) tvar matice (8.6).Mozem preto
zapisat’ vieobecny vysledok

1 00 0

B 0 0 0 0

°T 0 00 0
max{Z=,0} 0 0 min{Z,1} — max{t=",0}
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Poznamka: Adaptabilnd baza

Ako bolo spomenuté v texte, nasa rekonstrukéna schéma nepracuje vo fixnej bdze, ale
bézové vektory sa prispésobuji vstupnému a vystupnému stavu. Matica € je teda urcend az
na unitdrnu transformdciu spajajicu dve bézy na vstupe a na vystupe. V pripade len jedného
vstupného stavu ale nemame dostatok informaécii ani na to, aby sme spolahlivo urcili tieto
rotdacie. Na vstupe to v8ak nie je podstatné, osi x a y sa mdzu zvolit’ 'ubovol'ne, nakol’ko s
nimi nikde nepracujeme. Na vystupe je tiez rotdcia tychto osi nepodstatnd, pretoze vysledky
si produkované len na tsecke v smere osi z, rotdcia okolo tejto osi preto nemd na konecni
akciu operéacie vplyv.

V dalsich castiach, ak mame k dispozicii asponi dva vstupné stavy (a nie je jeden z nich
Uplnd zmes), ziskame dostatok informacii na uplné urcenie potrebnych rotécii a tym pdadom
aj jednozna¢né urcenie baz.

Priklady

1. Identita

Predpokladajme, Zze nasa testovacia operdcia je identita. Vieme to o nej, ale budeme sa

postupne v roznych prikladoch pozerat, ako nasa schéma zrekonstruuje tito operaciu, ktord

je v istom zmysle najviac vzdialend naému prvotnému odhadu - kontrakcii do tiplnej zmesi.
Tato operdcia teda bude posobit’ podla pravidla ¢ — p, teda ' = r. Nas odhad bude

0
(8.7)

o O O
o O O O
o O O O
_ o O

¢o zodpovedd transformécii Blochovej sféry na tsecku spédjajicu dva pdly. V tomto pripade
je adaptabilnd baza rovnaks ako standardné.
2. Unitdarna transformdcia

Tento priklad v zdsade zodpoveda predchadzajicemu, jedinym rozdielom je potreba urcit’
adaptabilné bazy. Transformaécia sa dd zapisat’ ako

1 1
QZ§(I+0z)—>QIZUQU'=§(I+U;)-

V adaptabilnej béze bude vyzerat operécia rovnako ako v predchadzajicom priklade (8.7). Po
prepisani do beznej bédze na vystupe (definicia bézy na vstupe tak, aby vstupujuci vektor bol
v zmere osi z, je beznou definiciou osf a inym vstupnym stavom sa preto nebudem zaoberat’)
sa vSak zmenf na

=)

~

. (8.8)

o O O
O O O O
o O O O
SR

3. Kontrakcia na cisty stav
Predpokladajme teda, ze akysi vstupny stav je transformovany nasou operdciou na cisty
stav Py:
o— Py.
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Obrazok 8.1: Na obrazku je zndzornend 1iplné rekonstrukcia testovacej operacie podla rovnice
(8.9). Mriezka na elipsoide i na sfére zndzornuje rotéciu vysledku oproti vstupu.

Predpokladajme tiez, ze vstupny stav ¢ nie je ¢isty. V tom pripade je nasa mapa maximdlne
neunitélna neunitdlna (iplnd zmes je transformovand na ¢isty stav) a nas odhad je kontrakcia
vietkych stavov do stavu P,

o O =
o O O
o O O
o O O

—_

000

Znamend to, ze jedinym stavom sme tplne urcili transforméciu a ziadne d’alsie vysledky na
tejto skutocnosti uz ni¢ nemozu zmenit.

Ind je situdcia, ak je vstupny stav p ¢isty. Potom je vysledkom rovnica (8.8). V tomto
pripade je Blochova sféra transformovana na tisecku spédjajicu stred a povrchy Blochovej sféry.
4. Ndhodny vijber

V tomto, poslednom priklade rozoberiem situdciu pre ndhodne vybrati operaciu

1 0 0 0
05 02 —0.1 0.1
=l 0o 02 0o -03 |- (8.9)

0 0 03 03

Posobenie tejto opericie je zndzornené na obrédzku 8.1, kde sféra koresponduje mnozine vetkych
vstupnych stavov (cely Hilbertov priestor) a elipsoid reprezentuje mnozinu vsetkych vystup-
nych stavov operécie.

Predpokladajme tiez, ze z experimentu médme informécie o transformaécii stavu o = %(I +
0.60,). Vysledok po aplikovani (8.9) bude

1 1
0= 5(T+0.60,) = o = S(T+0.620, +0.120,).
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Obréazok 8.2: Transformécia Blochovej stéry pod vplyvom zrekonstruovanej operdcie £; danej
rovnicou (8.10). Povrch gule je transformovany do usecky.

7 nasledujicej nerovnosti je zjavné , ze operdcia je silne neunitdlna a iplnd zmes musi byt
posunuta

r =+/0.622 + 0.122 > V0.62 = r.

Geometrickd pricina je, ze stav o' lezi d’alej od tplnej zmesi ako stav vstupny p.
V adaptabilne bdze ma n&s stav tvar

1 0 00
wi | 0079 0921 0 0
° 0 0 0 0
0 0 00
a po prechode do beznej bazy je nas odhad

1 0 00
0.0776 0.904 0 0

L7 0015 0175 0 0 (8.10)
0 0 0 0

8.1.3 Dva vstupné stavy

Predpokladajme teraz, ze z experimentu méame k dispozicii informécie o transformécii dvoch
vstupnych stavov. Akd bude naga najlepsia rekonstrukcia operacie?

Zmnalostou transformdcie dvoch vstupnych stavov vieme zistit’ o operécii € Sest’ vstupnych
parametrov, teda presni polovicu potrebnych parametrov jednozna¢ne urcujicich operaciu.
Druh& polovica parametrov musi byt odhadnutd tak, aby vysledok ¢o najlepsie vyhovoval
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nasim poziadavkim o ¢o najkonzervativnejsi odhad. Budeme preto postupovat podla stratégie
popisanej vyssie.
Transformaécie stavov si dané predpismi:

01— 0, a 02— 0h.

Méme informéciu o tom, ako sa transformuje dvojrozmerny podpriestor S(H) alebo, inak
povedané, vieme predpis pre transforméciu jednej tisecky na Blochovej sfére. Predstavme si
najskor, ze tato usecka prechddza stredom Blochovej sféry (tj. linedrnou kombindciou stavov
01 a 0o sa d& ziskat' identita & = %I) Vieme teda ziskat’ dplni informéciu o tom, ako sa
transformuje identita. V tom pripade dokdzeme linedrnou kombindciou ziskat’ zo vstupnych
stavov aj Cisty stav a mozeme napisat’

1 1 1
&0 = 51 — 5[52] = §(I—|—Bsin€a; + Bcosbo,);

1 1
G=5T+0u) —ela] =5 +a0);
&y = %(I+0y) — 5[%1] = %(I—i—ﬁsin@qfv + Bcosba,);
6= (T +0) = <[3T]) = LT+ Bsind, + feosbo})

a matica operdcie € mé tvar

1 0 0
fsinf «o— Bsinf 0
Bcosd —pcosh 0O

0 0 0

E =

o O O O

Aj v tomto pripade, rovnako ako vo v8eobecnom pripade jedného vstupného stavu mé obor
hodnot operdcie tvar usecky vnitri Blochovej sféry (obr. 8.2). Operdcia je tiplne pozitivna
vtedy a len vtedy, ak o? + 4/3% — 4afsinf < 1. Tiito skutocnost’ viak nemozeme ovplyvnit
nasou rekonstrukciou, v pripade nesplnenia podmienky sme dostali nekorektné déta (déta,
ktoré nemohli vzist z korektného vyzikdlneho experimentu). Riesenim tohoto problému sa
budem zaoberat’ v d’alsej casti prace.

V pripade, ak linedrnou kombindciou vstupnych stavov nie je mozné ziskat’ identitu, postup
je o cosi zlozitejsi. Mozeme definovat dva nové operdtory (linedrne kombindcie stavov o; a
02), ktoré budu mat’ lepsie vlastnosti vzhl'adom na nase potreby. Tieto operédtory (obsahujice
rovnaké informécie o transformécii ako povodné stavy), ktoré si definované transforméciami

6= 3T +00) = & = 3(T+a0l); (5.11)

1 ’ ]_ . / /
&= 5(T+bo,) = & = (T + Fsinfol, + feosbo) (8.12)

maju jednotkovi stopu a Spiflajﬁ vsetky nutné podmienky na fyzikdlny stav okrem pozitivi-
ty. Znamend to, Ze v pripade potreby volime jeden zo stavov aj z oblasti mimo Blochovej
sféry. Rovnica (8.11) definuje transforméciu ¢istého stavu (z I'ubovolnych dvoch stavov viem
linedrnou kombindciou ziskat’ ¢isty stav na vstupe, pozri obrdzok 8.3) na vo vseobecnosti
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Obrézok 8.3: Obrizok znizornuje sposob, akym je mozné ziskat’ z dvoch I'ubovol'nych stavov
p1 a po jede cisty stav & a d’alsf operator hustoty &, ktory vsak vo vSeobecnosti nie je stavom.
Tak je tomu aj v tomto obrazku, kde & je mimo oblasti ohrani¢enej Blochovou sférou.

zmieSany stav na vystupe. Rovnica (8.12) definuje zasa transforméciu kolmého operdtora
(vzdy viem vybrat’ k stavu & kolmy operdtor?, nebude vsak vzdy pozitivny, nemusi to byt
preto stav, pozri obrazok 8.3) na v8eobecny operator na vystupe. Plati teda podmienka o < 1,
vo v8eobecnosti v8ak nie b < 1.

Ako ansatz zvolime maticu

1 0 0 0
xr a—z (Bsinf—x)/b m
y —y (Bcosf—y)/b n
z =z —z/b k

so Siestimi vol'nymi parametrami z,y, z, m, n, k. Nasa snaha bude minimalizovat’ posun tiplnej
zmesi (teda velkost hodnoty /z2 + y? + y?) a potom, v druhom slede, minimalizovat’ aj posun
tretieho, nezndmeho vektora od miesta, kam bola transformovand tplnd zmes (teda zvolit
parametre m, n a k tak, aby sme minimalizovali D(e[1Z], €[0.]) = v'm? + n? + k?). V principe
je mozné tito tlohu vykonat’ numericky v pripade, ak mame k dispozicii potrebné hodnoty
parametrov b, a, 5,6. Ked'ze o, = %(I + 0’), 0/ je jednozna¢ne dand, ak méme k dispozicii
informdcie o o7, 7.

Uvédzme najskor pripad, kedy mézeme zvolit’ unitdlnu oepréciu, teda £ [%I] = 7. Vtedy ma
transformécia tvar

10 0 0
| 0 a Bsinf/b m
T 1o 0 feosf/b n

0 0 0 k

Budeme teraz skiimat’ podmienky 1iplnej pozitivity operacie. Z podmienky samotnej pozitivity

2V zavedenom formalizme si dva operdtory navzajom kolmé, ak ich skaldrny sticin ziskany ako skaldrny
stic¢in dvoch stlpcovych vektorov je rovny jednej.
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mame

a<l1, B/b<1

a tiez

Vm?+ 2 + k2 < 1, (8.13)

kedze €[p.| musi byt fyzikdlny stav. Pre d’alsi postup prijmime hypotézu, ze m = n =
0. Aplikovanim operédcie ¢ ® I na maximélne previazany stav dvoch qubitov P, musime
dostat’ fyzikdlny stav (ako bolo vysvetlené vyssie, toto je postacujica (aj nutnd) podmienka
na zarucenie tplnej pozitivity). V nasom pripade najmensie dve vlastné hodnoty vysledného

operdtora su
1 2
pe =g 1j:k—\/oz2+(§> ZEQC%%COS(Q)

Z nich moézeme odvodit’ dve podmienky na ich nezdpornost’

2
1+k> \/042 + (%) + 204% cos(f) ; (8.14)

ko () et 15

Ak s¢itame (8.14) a (8.15), eliminujeme nezndmu k a dostaneme podmienku pre vstupné

parametre «, 3,b a 0
A 1—a?
- < ——\ 1
(b ~ 1 —a?cos(6)? (8.16)

Pravé strana nerovnice (8.16) mensia alebo rovnd jednej (rovnost’ plati len v pripade, ak je
zachovand kolmost’ vstupnych stavov). Toto je v silade s podmienkou 5 < b. Preto mozeme
vyhlésit, ze (8.16) reprezentuje silnejsiu podmienku ako doteraz zndme pre tiplni pozitiviu
operécie.

Ked7Ze cisty stav o, je transformovany na stav ¢, = %(I + ko’), hodnota parametra k musi
splitat’ k& < 1. Za podmienky (8.16) modzeme tiito hodnotu zvolit

1 —a?
k=« mcos@ S 1. (817)

T4to hodnota spliia obe povodné podmienky (8.14) a (8.15). Z toho vyplyva, Ze (8.16) zarucuje
uplni pozitivitu operdcie.

Teraz, v druhom kroku, musime ngjst’ minimalne %k pre udrzanie tejto podmienky. Vo
vseobecnosti bude mensie ako hodnota dand rovnicou (8.17) a bude mat hodnotu

= o+ (2) 20 o) 1. 19

Este zostala nezodpovedand otdzka, ¢i by sa nedal dosiahnut’ lepsi vysledok v pripade,
ak by sme upustili od poziadavky m = n = 0. V pripade, ak je splnend podmienka (8.16),
takyto postup k lepsim vysledkom nevedie. Ak v8ak tdto podmienka splnend nie je, overili sme
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vhodnost’ vol'by tretieho vektora ako kolmého na vystupné dva vektori len numerickou cestou.
Zo vsetkych skimanych prikladov ale jednoznac¢ne vyplynulo, Ze takdto vol’ba bola najlepsia.
Mozem preto vyslovit’ domnienku, ze poziadavka m = n = 0 je legitimna a najlepgie vysledky
sa dosahuju pri jej splneni, neviem vsak toto tvrdenie dokazat.

Rozoberme teraz najzlozitejsiu situdciu, teda ak plati 5[%1] #+ %I . Ako sme spomenuli
vysSie, v tomto pripade musime vo vSeobecnosti optimalizovat’ az cez Sest’ nezndmych para-
metrov. Toto je vSsak mozné urobit’ iba numericky, preto sme niteni prijat’ niektoré d’alsie
obmedzenia.

e V predchadzajicej sekcii sme ukdzali, ze v pripade jedného vstupného stavu sa tplna
zmes postiva (ak sa tomu nedd vyhmit) v smere vystupného stavu. Budeme preto aj tu
predpokladat, ze 1iplnd zmes sa postiva len v rovine danej dvoma vystupnymi stavmi,
nie v rovine kolme;j.

e V predchddzajicom pripade sa ukdzalo ako vel'mi vyhodné posivat treti vektor len po
kolmici k rovine danej dvoma vystupnymi vektormi. Vyuzijeme tento fakt aj v tomto
pripade.

Ak teda zvolime m = n = z = 0, nas$ odhad bude mat’ tvar
1 0 0 0

| T a-e (Bsinf —x)/b 0

y —y (BcosO—y)/b 0

0 0 0 k

Na takejto matici je numerické hl'adanie ovel'a jednoduchsie a rychlejsie a ddava vo v&etkych
numericky skimanych prikladoch rovnaké vysledky ako prehl'addvanie vsetkych parametrov.

Priklady

1. Identita
Predpokladajme vstupné a vystupné stavy vo forme 0. — 0. = 3(Z+5,) a & = 3(Z+bS,) —
$(Z +bS,). V tomto pripade bude mat nds odhad tvar

oS O O
o O = O
O = OO
T O O O

je jednoduché preskimat’, ze jedind iplne pozitivna vol'ba je k = 1. V tomto pripade sme teda
uz so znalostou dvoch stavov tiplne rekonstruovali operaciu.

Situdcia sa meni, ak mame na vstupe (priamo, alebo ako linedrnu kombindciu vstupov)
tplnd zmes, teda e[37] = 3Z. V tom pripade je nés vysledok

o O O
O O = O
o O O O
o O O O



cely priestor stavov je transformovany na tsecku.
2. Unitdarna transformdcia
1

Situdcia je rovnakd ako v predchddzajiicom pripade. Mame inforédcie o, — o, = 5(Z+ S,)

a & = 35(Z+0bS,) — 3(Z +bS,). Odhadom 37 — 37 dostaneme o, — o}, 0, — o). Mdme

teda vsetky informécie potrebné na 1plné odhalenie operdcie. Rovnako v pripade, ak je na
vstupe tplnd zmes, sa situdcia redukuje na transforméciu na dsecku (prislusne zrotovant).
3. Kontrakcia na ¢istyj stav

V tomto pripade dostaneme za kazdych okolnost{ iplni informaciu o operdacii. Oba vstupné
stavy, nech si akékol'vek, sa transformuji na definovany c¢isty stav a jedinym riesenim pre
takéto déta je kontrakcia vSetkych vstupnych stavov na jediny cisty stav.
4. Ndahodny vijber

Predpokladajme vstupné stavy

1
1
09 = 5(1 +0.40, + 0.10, + 0.80)
a vystupy podl'a matice (8.9). Podla navrhovaného postupu najskor skonstruujeme operdtory

&1, & ako linedrne kombindcie o1, 0o, pricom prvy z nich bude ¢isty stav a budi na seba kolmé.
Jedna z dvoch moznosti vol'by je

1
&= 5(1 + 0.760950, — 0.0804750, — 0.64380);

1
&2 = 5(T +0.4647760,; + 006761220, + 0.5408970). (8.19)

Tu préave nastal pripad, ked’ je operator & negativny, teda to nie je fyzikdlny stav. Vystupy z
operdcie potom budui

1
€ = 5(Z +0.5938570, + 0.345330, — 0.2172830.);

1
& = 5(T +0.64022840,, — 0.06931417,, + 0.1825530) (8.20)

a z nich parametre operécie

b=||&,]] = 0.71635;
a =€, = 0.722157;
B =|€,|| = 0.669398;

1 — —
6 = arcsin (—ng ~§'2) = 0.717699 rad, (8.21)
[0

pri pouzitom oznacenf §; = %(I + ¢, - ). Vyssie uvedené vyjadrenia vychddzaji z rovnic pre
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Obrazok 8.4: Tento obrazok zndzornuje obor hodndt zrekonstruovanej operdcie e,, teda
rekonstrukcie ndsho ndhodného prikladu pre dva vstupné stavy.

§1,661,& v (8.19) a (8.20):
1
&L= 5(1 +02);
1
2 = §(I+ boy) ;
1
& =5 +a0y);
1
& = §(I+ Bsinfo, + Bcos o) .
Tieto rovnice ndm pomozu aj pri prechode z adaptabilnej do normélnej bézy.

Z vypocitanych parametrov (8.21) vyplyva, ze musime hl'adat’ medzi neunitdlnymi opera-
ciami. Vysledok numeriky v adaptabilenj béze je

1 0 0 0
ad 0.101568  0.620589  0.472761 0O
0.0600669 —0.0600669 0.620094 0

1 0 0 0.457

Po prechode do normélnej bazy dostédvame vysledok (pozri tiez obazok 8.4):

1 0 0 0
0.1168 0.83866 —0.03137 0.25083
0.01523 0.1746  0.26946 —0.34023
0.00696 —0.0116 0.36878  0.28862

E9 =
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8.1.4 'Tri vstupné stavy

Aj pri troch vstupnych stavoch musime rozdelit’ situdciu na dva mozné pripady. Bud' sa d&
70 vstupov nakombinovat’ tiplnd zmes, alebo nie. Ak je to mozné, zvolime nasledovné linedrne
kombinédcie vstupov

1 , 1 , /
§o = EI — & = §(I+x5x +y5y)§

1 1
6= 5(T+5.) & = (T +aSL)

1 , 1 o /
o = §(I_|_ S,) — & = §(I+ BsinS; + BcosdS,).

Teraz musime ndjst’ také m, n a k, ze vzdialenost D(&], £4) je minimdlna za podmienky

@:%a+5g—¢;:gz+m%+n%+k$y
Pochopitel'ne, stéle plati aj podmienka na tiplnid pozitivitu hl'adanej operdcie. Situdcia je vel'mi
podobn4 tej z minulej sekcie (dva vstupné stavy), méame k dispozicii tri vstupné parametre a
numericky ndjdeme vysledok.

V pripade, ak nemame informécie o transformdcii tiplnej zmesi, musime urobit’ odhad jej
polohy po akcii operdcie. Tri vol'né parametre teraz budi predstavovat’ prave polohu identity
a znova, rovnako ako v predoslom pripade, pouzijeme numerické hl'adanie.

Priklady

1. Identita
V tomto pripade sa pri 'ubovolnej kombindcii vstupnych stavov ziska hl'adand operécia.
2. Unitdrna transformdcia
Tento pripad je rovnaky ako predosly, vzdy ziskame tiplni rekonstrukciu.
3. Kontrakcia na ¢istyj stav
Tento problém je vyrieSseny uz pre dva vstupné stavy, takze treti ndm len musi potvrdit’
informécie uz raz ziskané
4. Ndahodny vijber
Predpokladajme znalost’ tychto troch stavov

1

01 = 5(T+060,)
1

09 = 5(1 + 0.40, + 0.10,, + 0.80)
1

03 = =(Z +0.40, + 0.30, + 0.60).

2

Numericky nédjdeme tri nezndme parametre matice a dostdvame vysledok (pozri aj obrézok
8.5)

1 0 0 0
.| 0204686 054219 —0.02396 0.176042 (8.22)
3 0 0.2 0 -0.3 '

0.0562144 —0.0936907 0.27918  0.27918
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Obrazok 8.5: Obrézok oboru hodnot zrekonstruovanej operécie €3 danej rovnicou (8.22).

8.2 Nekonzistenstné data

Ako sme niekol’kokrat spominali v kapitole o odhadoch v kvantovej mechanike, rovnako ako v
predchadzajicej sekcii, pri postupnych rekonstrukciach stavov i operécif zalozenych na stred-
nych hodnotdch nameranych parametrov sme vzdy vystavenf riziku, ze data dodané experi-
mentatormi budi fyzikidlne nekonzistentné. V nasom konkrétnom pripade kvantovych operacif
to moze znamenat’ (odhliadnuc od mozného faktu, ze samotné vstupné alebo vystupné stavy
nebudu fyzikdlnymi stavmi), Ze l'ubovolnd mozn4 zrekonstruovanda operécia nebude tiplne poz-
itivna, ¢i dokonca ani len pozitivna.

V takomto pripade je zrejmé, ze prislo k chybe v experimente, k nespravnemu vyhodno-
covaniu d4t, alebo (¢o je vec, ktorej sa nijako nedd zabrénit) prislo k Statisticky pripustnej
odchylke danej koneénym poc¢tom merani, ktord nas vsak wvyniesla z fyzikdlneho priestoru
von. Jednou z moznosti v pripade tplnych alebo ¢iastocnych rekonstrukcif je dplne dané déta
odmietnut’ a nezaoberat’ sa nimi. Ak v8ak pripustime, Ze napriek chybdam tieto ddta obsahuju
isté relevantné informadcie, moézeme sa ich pokusit’ do istej miery "opravit" - reguralizovat.

Bude dobré pripomenit’ postup, ktory sa aplikuje v pripade rekonstrukcie stavov. Tam
nepozadujeme uplni pozitivitu operdtora, len pozitivitu. To sa v priestore jedného qubitu
prejavuje tym, ze ziadame aby bol stav umiestneny vo vnutri alebo na povrchu Blochovej sféry.
Pri odhade sa ndm v8ak moze stat, ze stav "vyjde" az za touto hranicou. Vtedy zachovdme
povodny smer stavu, vektora, ale posunieme ho smerom k stredu sféry (\iplnej zmesi) tak, aby
sa z neho stal fyzikdlny (a v tomto pripade ¢isty) stav. Tento postup sa dé interpretovat aj
tak, ze k zrekonstruovanému operatoru "pridame" najmensie potrebné mnozstvo tplnej zmesi
(sumu) tak, aby sa z neho stal fyzikdlny stav. Matematicky tento postup mozeme zapisat’ ako

¢ = min (t%] . t)p) | (8.23)
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Obréazok 8.6: Na schéme je zndzorneny postup experimentu pri uchovavani lapenych iénov v
pasciach a ich sledovani. V hornej ¢asti si zndzornené lasery zabezpecujice detekciu i6nov,
mw-source predstavuje mikrovinny zdroj, Photo-multiplier zabezpecuje detekciu vyziareného
svetla.V pravej stradnej casti je schéma predstavujica mozné prechody medzi stavmi i6énu,
pricom farba prechodov koresponduje zvolenej farbe zdroja (laser, mikrovina).

Pochopitelne, toto vyjadrenie je zbytocne zlozité (parameter ¢ sa dd presne vyrétat a nadobuda
hodnotu 1— ﬁ, kde ||| je dizka vektora zrekonstruovaného stavu zndzorneného na Blochovej
sfére), ale je dobrym nédvodom na postup pri operaciach.

Predstavme si teraz pripad tplnej rekonstrukcie, ked’ nés experimentélne déta vedd k
operéacii, ktord nie je pozitivna alebo tiplne pozitivna. Ako dobry priklad ndm budud shizit’
redlne ddta namerané skupinou Ch. Wunderlicha, analyzované na nasom pracovisku.

V tomto experimente boli vykondvané rozne druhy operécii na qubitoch, ktoré boli zaké-
dovand v stavoch i6nov lapenych v pasciach. Schématicky obrézok experimentu je uvedeny
na obrazku (8.6). Pri jednom z experimentov bola origindlne ur¢end operdcia v tvare podla
obrazku (8.7). Bohuzial vsak této operdcia nie je tplne pozitivna (samotnd pozitivita je
zarucend uz sposobom experimentu, lebo predpokladdme cisté vstupné stavy a na vystupe
tiez pozadujeme rekonstrukciu stavov), preto musime navrhnit’ procediru, ako ju reguralizo-
vat.

Logickym postupom by bolo aplikovat’ rovnakid metédu ako pri rekonstrukceii stavov. Teda,
pridavat’ k operdtoru také mnozstvo Sumu, az sa tento stane pozitivnym. V nasom pripade
je pochopitelnd vol'ba sumu, ktory budeme priddvat: kontrakcia do tplnej zmesi. Osvedcila
sa v pripade neuplnych rekonstrukcii a d4 sa, pri istom uhle pohladu, pokladat’ za objekt
z centra priestoru vsetkych operdcii. V maticovom vyjadreni to neznamend ni¢ iné ako né-
sobenie vSetkych elementov skimanej matice (okrem jednicky v lavom hornom rohu, ktord
zabezpecuje zachovanie normy operatorov pred a po operécii a je to jediny nenulovy element
matice operatora kontrakcie do uplnej zmesi) ¢islom mensim ako jedna. Pre nas priklad bude
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Obréazok 8.7: Obor hodndét origindlne zrekonstruovanej operdcie z experimentdlnych dét
skupiny Ch. Wunderlicha, ktord vsak nesplna podmienku tplnej pozitivity.

vSeobecnd jednoparametrickd grupa takych operacii mat’ tvar

1 0 0 0
0.064515k  0.086015k —0.010755k —0.075265k
—0.07527k  0.10753k 0.43011% 0.06451k
0.026875k —0.037625k —0.102145k 0.758065k

e(k) = (8.24)

Zostava este urcit), ktoré k si vyberieme. Hrani¢né hodnoty st 1 (v tom pripade sa jednd o
origindlnu rekonstrukciu, o ktorej vieme, ze nesplia fyzikdlne poziadavky) a 0 (tu sa jednd
o kontrakciu do tplnej zmesi, kde stratime vsetky informécie o povodnej operacii). Logicky
mame snahu zachovat’ ¢o najviac pévodnej informdcie. Vysledni operaciu preto definujeme
tak, aby

k= max [g(k) € CP], (8.25)

ke<0,1>

kde C'P je priestor tplne pozitivnych mép (Completely positive). Mame zarucené, ze vizdy
aspon jedno takéto k existuje, pretoze £(0) je zarucene dobra mapa. Naviac je pravda, ze
vzdy existuje aj nenulové 4, pre ktoré £(0) je uiplne pozitivna mapa (vyplyva to z faktu, ze
podmienku tplnej pozitivity v okoli £ = 0 mozeme rozvinmit’ do radu a odhadnit’ prvy ¢len),
preto nds odhad bude vzdy niest isti informéciu o pévodnej operacii.

Dalsi postup preto je: vyjadrit’ podmienku tplnej pozitivity pomocou k a néjst’ najviicsie
k, ktoré tejto podmienke este vyhovuje. V nasom pripade je tdto hodnota

k = 0.877307, (8.26)

ktord zarucuje iplnu pozitivitu. Obor hodnét operdcie sa potom prislusne zmensi (efekt tejto
upravy je v skutoénosti rovnaky ako vysledné prendsobenie kazdého stavu konstantou k), pozri
obrézok (8.8).
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Obrézok 8.8: Obor hodndt upravenej zrekonstruovanej mapy. Ako je zrejmé z porovnania s
predchddzajicim obrédzkom, prislo len k zmrsteniu elipsoidu a jeho posunu smerom ku stredu
sféry, tvar aj orientdcia zostali zachované.

Vel'mi zaujimavou aplikdciou tohoto postupu, ktory je len odhadom vonkoncom nezarucu-
jucim najlepsi vysledok, je pokus o pouzitie na silne nefyzikilnu operaciu uplnej inverzie stavu,
tzv. Universal NOT. Pre tito operaciu plati, ze kazdy ¢isty stav preklapa na jeho kolmy, teda
) = )", ()" =0 ams tvar

1 0 0 0
0 -1 0 O

onor = | o 0 -1 0 (8.27)
0 0 0 -1

Oborom hodnét tejto operdcie s vietky mozné stavy, takze nemd zmysel kreslit’ pre fiu obra-
zok.

Je tiez vel'mi dobre zndme [42], Ze tdto operdcia nie je tplne pozitivna a najbliz§ia moznd
fyzikdlna operacia k nej je takzvany Optimal Universal NOT (pozri obrazok 8.9):

[a)
W=
o O

EOUNOT =

o O O

(8.28)

0 —_

S OO -
o O
[SSIE

1
3

Pomocou nasej metédy dostaneme rovnaky vysledok. Ak aplikujeme na povodni operdciu
eynor hasobenie konstantou k a spocitame jej maximdlnu velkost, vyjde prave h'adand hod-
nota k = % a vyslednd operécia v tvare epynor. Takéto dobré vysledky vsak (ako ukdzem aj
v nasledujuicej sekcii) nemusia byt pravidlom. Tu sme vyrazne vyuzili, Ze sa jednd o vel'mi sy-
metrickd operdciu a jednoduchou tvahou sa dalo prist’ k faktu, Ze rieSenie musi byt’ napisatel'né
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Obrazok 8.9: Obor hodnét operacie Optimal universal NOT - najblizsej fyzikdlnej operacie
k U-NOT, tplnému preklopeniu stavu. Cervenymi bodkami si oznacené ndhodne vybrany
vstupny stav (na povrchu velkej sféry) a jemu zodpovedajici vystupny stav (na povrchu
malej sféry).

prave v takej forme jednoparametrického systému, aky pouzivame. Napriek tomu je ndsobenie
konstantou uc¢inny a vel'mi jednoduchy sposob, ako sa vysporiadat’ s nefyzikdlnymi vstupmi
do tplnych alebo ¢iastocnych rekonstrukcii.

8.3 Maximum likelyhood

Pouzitie metédy maximélnej pravdepodobnosti je zrejme z teoretického pohladu najjedno-
duchsie a najsprdvnejsie riesenie. Je to priama cesta od "surovych" dét prichadzajicich z
experimentu k vysledkom bez zjednoduseni, medzikrokov a zanedbani. Vzhl'adom na to, ze
pracujeme s bindrnymi tdajmi z meran{ (tzv. klikmi), niekedy sa podobné postupy oznacuji
aj slovom klikoldgia[46].

Metéda mé vsak, ako bolo spominané v piatej kapitole, aj svoje nevyhody - vyzaduje si
zna¢nui numericku silu, je aplikovatelnd len na tie najjednoduchsie systémy a velmi tazko
sa overuje spolahlivost’ a spravnost’ ziskaného vysledku. V tejto sekcii popisem dve vyuzitia
Maximum Likelyhood (ML) metddy, jednak na analyzu uz spominanych dat od skupiny Ch.
Wunderlicha a tiez na simuldciu nefyzikalnych operécif a ziskavanie ich priblizeni.

8.3.1 Numericky postup

Ako bolo popisané v kapitole o odhadoch v kvantovej mechanike, postup metédy je vel'mi
jednoduchy: zadefinujeme si v8eobecni formu hl'adaného objektu s vhodnymi parametrami,
definujeme funkciu celkovej pravdepodobnosti (5.6) a hl'addme jej maximum cez vsetky para-
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metre. V nasom pripade pouzijeme definiciu operdcie (5.17)

1 0 0 0
. ap ay a9 as
6]\4.[/ - b() bl b2 b3 (829)
o €1 C2 C3
a vstupné stavy a smery merania na vystupe parametricujeme podla (5.8)
1
) z:n,out
p;n,out - %n,out (830)
Yi
Z;’n,out
za podmienky [|z% + yo"* + 2¢%|| = 1. Tento spdsob zdpisu ndm automaticky zabezpedi za-

chovanie stopy stavu (budeme v8ak musiet’ zvl&st’ kontrolovat tiplni pozitivitu), ¢im sa postup
1i8i od uz realizovanych pokusov vyuzitia ML metédy na rekonstrukciu kvantovych operacit
[43, 44, 45]. Vyuzijeme tiez moznost’ pracovat’s logaritmom vystupnej funkcie celkovej pravde-
podobnosti, ¢o zjednodusi numerickd naro¢nost’ a zlepsi spolahlivost’ ziskanych vysledkov.

Vstupom do programu bude teda sada vstupnych stavov, smerov meracieho apardtu na
vystupe a namerané hodnoty p; € {0,1} (teda ¢i dany vysledok, tzv. klik, bol v smere alebo
proti smeru orientécie pristroja). Vystupom by mala byt priamo sada dvandstich parametrov,
urcujucich operaciu.

Na samotny proces minimalizdcie pouzijeme Nelder-Mead simplex algoritmus implemen-
tovany v prostredi programu Mathematica 5.0. Budeme numericky maximalizovat’ funkciu

F =Y log[p" ecap e pf"pi+ (2= pi" @ carp @ o) (1= pi)] (8.31)

za okrajovych podmienok na parametre a;,b; a ¢; zarucujice pozitivitu a iplni pozitivitu.
Zatial’ ¢o samotnd pozitivita je zarucend numericky jednoduchymi konvexnymi podmienka-
mi, podmienka tplnej pozitivity ma ovel’a komplikovanejsiu podobu a ¢o je najpodstatnejsie,
vymedzuje parametricky vel'mi zlozity priestor. Tento fakt znacne stazuje samotné numerické
spracovanie problému.

Na zabezpecenie spolahlivosti vysledku bol minimaliza¢ny algoritmus opakovane spustany
pre rovnaké vstupné dita s roznym Startom nadhodného generatora. Zdaroven som ladil rozne
parametre minimalizdcie tak, aby som dosiahol maximélnu stabilizaciu vysledku. Naviac pre
testovacie pripady som mal k dispozicii aj origindlnu operaciu, z ktorej boli produkované
kvézi-experimentdlne data a vysledok som porovndval aj s touto operdciou.

Ukdzalo sa, ze na spolahlivi funkciu minimalizdcie je nutné nastavit parametre tak, aby
okrajové podmienky boli relativne priepustné (bol umozneny prechod cez oblast’ bez splnenia
podmienky tplnej pozitivity) a tiez muselo byt’ chladenie systému zna¢ne pomalé (vysoky
koeficient odrazu). V zdsade bolo vhodné pouzit také nastavenie, ktoré autori programu
odportic¢ajui pre problémy s mnozstvom hlbokych minim, ktoré sa od seba len minimadlne liSia.

Pri testovani som skigal aj iné sposoby, konkrétne simulované zthanie a ndhodné vyhl'ada-
vanie, av8ak vysledky neboli zd’aleka natolko stabilné. Limitujicim faktorom totiz nebol
vypoctovy Cas (aj najzlozitejsie pripady boli riesitelné v casovej skdle jednotiek hodin na
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Obrézok 8.10: Uplna rekonstrukeia operdcie nespiﬁajl’lcej podmienku tplnej pozitivity.

vykonnom prenosnom pocitaci), ale pamét. Pri v§eobecnej volbe vstupnych stavov aj orien-
tdcie meracieho pristroja narastd komplexnost’ funkcie linedrne s po¢tom d&dt. Pri 512 MB
operacnej paméte je limitujici pocet bodov okolo 1800, ¢o zodpovedd (pri $tyroch réznych
vstupnych stavoch a troch priemetoch spinu na stav) cca 130 meraniam na zlozku spinu. Toto
je rozumny spodny odhad na spol’ahlivé urcenie operécie.

Pri redlnych experimentoch vs8ak najcastejsie pouzivame ako vstupné stavy cisté stavy z
obmedzenej mnoziny (najcastejsie 6 roznych ¢istych stavov reprezentujicich vzdy dva mozné
vysledky merani priemetov spinu na tri rozne osi) a na vystupe tiez len meracie pristroje
orientované v troch kolmych smeroch. Preto som pri produkcii testovacich dat pouzival dva
zékladné postupy - bud’ ndhodnd generécia cCistého vstupného stavu a ndhodné meranie, alebo
ndhodny vyber zo Siestich moznych vstupnych stavov a ndhodny vyber z troch orientécii
meracieho pristroja. Druhd metéda bola z kazdého ohl'adu lepsia - postup minimalizédcie bol
¢asovo menej narocny, dalo sa spracovat’ vii¢Sie mnozstvo experimentélnych dat a porovnanie
vysledkov oboch metéd tiez ukazovalo lepsiu konvergenciu (ak som generoval zo zndmej ope-
racie testovacie déta, pri rovnakom pocte dat som druhym sposobom lepsie zrekonstruoval
povodni operaciu).

8.3.2 Experimentilne data

Na jednom priklade ukdzem analyzu experimentdlnych d&t. Vratim sa k problému z min-
ulej sekcie, kde sme narazili na fakt, ze standardnd plnd rekonstrukcia viedla k operacii,
ktord nebola tiplne pozitivna (pozri obrazok 8.10). V tomto pripade som sa vrétil priamo k
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Obréazok 8.11: Zrekonstruovand operdcia z redlnych fyzikdlnych ddat pomocou ML metddy.
ako je vidiet, obor hodnot sa zaoblil a mierne posunul, v zdsade sa vSak nedd hovorit’ o jeho
kontrakcii.

experimentdlnym ddatam a uskutocnil ML rekonstrukciu tejto operacie. Vysledok

1 0 0 0
. 0.06147  0.1403 —0.01538 —0.05707 (8.32)
| —0.09009 0.07373  0.3832 0.06082 ’

0.03199 —0.063 —0.0973 0.719

je zndzorneny na obrézku (8.11). Ako je vidiet, v tomto pripade prislo k tiplne inému "naprave-
niu" uplnej pozitivity operéacie, ako tomu bolo v predoslej sekcii. Zatial’ ¢o vtedy sme dosiahli
zelany ciel’ vyhradne kontrakciou vsetkych vystupnych stavov smerom k 1iplnej zmesi, tu prislo
k akémusi vyrovnaniu v jednotlivych osiach. Tam, kde operdcia nechdvala stav prakticky ne-
dotknuty, tprava dosiahla kontrakciu stavu. V kolmom smere, kde pé6vodne zrekonstruovand
operdcia prakticky nicila v8etku informaciu, doslo naopak k natiahnutiu stavu a zachovanie
viicSej casti informdcie. Trochu pochopenia moéze pramenit’ napriklad aj z faktu, ze zatial
¢o kontrakcia do bodu, na usecku alebo zachovanie celej gule neporusenej si tiplne pozitivne
operdcie, kontrakcia na plochu tito vlastnost’ nemd. Kym pévodnd metdda priblizovala op-
erdciu ku kontrakcii do bodu, ML metéda ju priblizuje aj k d’alsim povolenym operaciam ako
kontrakcia do gule ¢i na usecku (zagulatovanie a zostihl'ovanie oboru hodnét).

8.3.3 Simulacie nefyzikilnych operacii

Uplne novym pouzitim ML metédy, ktord predstavujem na zdver svojej préce, je jej aplikdcia
pri hl'adani fyzikdlnych aproximécii nefyzikdlnych operdcii. Inak povedané, predstavme si
situdciu, ked’ méme definovani operéciu (napriklad pomocou zadania jej matice e, alebo inym
jednozna¢nym sposobom), avsak tato operdcia nespiﬂa niektori z fyzikalnych podmienok.
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Najcastejsie to moze byt podmienka tiplnej pozitivity, avsak metédu je mozné aplikovat’ aj na
nepozitivne a/alebo nelinedarne operécie.

V takomto pripade neméame k dispozicii samotné experimentdlne déta, ale predpis na ich
vyrobu. Zvolime si teda vhodnym, symetrickym sposobom vstupné stavy (pri linedrnych
operdcidach sa mozeme obmedzit’ na ¢isté vstupné stavy, pri ostatnych musime aj vstupy
vyberat’ z celej Blochovej sféry) a smery vystupného merania. Nasimulujeme experiment
(postup pripravy stavu, prechodu operdciou a meranim) a ziskame déta, ktoré pouzijeme na
zrekonstruovanie tentokrat uz fyzikalnej operacie.

Postup sa da pouzit’ na ziskanie predstavy o posobeni prakticky akéhokol'vek predpisu.
V dvoch prikladoch uvediem jeho aplikidciu na uz vyssie spomenuti operdciu U-NOT a na
$pecificki nelinedrnu operdciu.

Odhad Optimal U-NOT

Tento priklad je relativne jednoducho realizovatelny, pretoze operdacia U-NOT spiﬁa pod-
mienky pozitivity aj linearity. Ako sadu vstupnych stavov som si zvolil Sest’ stavov (po dve
vlastné hodnoty operatorov o,, 0,, a 0,) a operdciu zapisal v tvare (8.27). Vystupné merania
boli rovnako prevedené v smere operdtorov o,, 0y, a 0.. Pre kazdd kombindciu vstup - vystup
som pouzil 100 stavov (spolu teda 1800 kvézi - experimentélnych klikov) a na ziskané déta
pouzil vyssie spominané hl'adanie extrému. Vysledkom bola matica operacie

1 0 0 0
6 | —0.0002 —0.3316 —0.0074 0.0203 (8.33)
O-U-NOT = | (0138 —0.0031 —0.3334 0.0488 ‘

—0.0137 0.0298 —0.0117 —0.3336

7 nej je zjavné, ze sa s presnostou na priblizne dve desatinné miesta rovna hl'adanej matici
optimalneho U-NOT (8.28). Z tohoto dovodu ani neuvddzam obrézok znézorniujici jej ucinok,
nakol’ko je prakticky zhodny s obrézkom 8.9.

Zaujimava otdzka v tejto suvislosti tiez je, ako rychlo celd metéda konverguje s poc¢tom
stavov. Pripravil som preto skupiny s roznym poc¢tom vstupnych stavov (kazdd nasledujica
skupina mala dvojnasobny pocet stavov ako predchadzajica), pricom skupiny boli na sebe
nezdvislé a v prvej skupine bolo 18 % 8 stavov (8 stavov na kazdy vstupny smer a kazdy
smer merania). Pre kazdu skupinu stavov som potom vyprodukoval vysledky merani a k
nim spocital najlepsiu aproximéciu fyzikdlnej operdcie. Na grafe (8.12) je znézornené, ako
konvergovala vzdialenost’ ziskanej operacie so zvi¢sujicim sa po¢tom stavov od nefyzikdlneho
U-NOTu definovand pomocou

d(er,25) = / dpTr (51— &) [p]) = / / / Tr (e — £2) [pl)rsin(v)drduvdy.  (8.34)

stavy
Je zrejmé, ze téato vzdialenost' nemohla v nijakom pripade prekrocit hranicu 2/3, ktori dosahuje
len optiméalny odhad. Konvergencia k tejto hodnote bola ale vel'mi rychla a uz pri hranici menej
ako 50 stavov na jeden vstupny stav a jeden smer merania dosahuju vysledky vysokt presnost.
Odhad nelinedrnej operacie
Odhadovat’ operaciu, ktord nespiﬁa ani zédkladni podmienku kvantovej mechaniky - linearitu,

je vo vSeobecnosti vel'mi tazké. Aj pri ML metdde sa vyndraji niektoré problémy, ktoré sa pri
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d(gNOTa 5@51?)

0.75!

0.70.

2/3

0.65!
o loeo(N/18
5 5 ¢ 7 8 o 10 oeN/18

Obrazok 8.12: Graf zdvislosti vzdialenosti odhadovanej operacie od povodnej nefyzikdlnej
U-NOT od poctu pouzitych stavov. Cervend hranica 2/3 oznacuje optimélnu fyzikdlnu apro-
xXimaciu.

odhade fyzikalnych operdacii nevyskytuju.

Prvym je fakt, ze ako vstupné stavy musime volit’ vSetky mozné stavy, teda rovnako Cisté
i zmiesané. Zd’aleka sa nemdzeme uspokojit’ s vyberom niekol’ko mdlo linedrne nezavislych
stavov. To vyrazne zhorsuje pokrytie skiimanej oblasti (pri konstantnom pocte dét) a tiez
produkuje vyrazne komplikovanej$iu funkciu uréend na minimalizovanie. Stru¢ne povedané, v
tomto pripade ndm rovnaka technickd a ¢asovd ndroc¢nost’ umozni pouzit’ len podstatne menej
skimanych d&t a vysledok bude horsi, ako keby sme pouzili rovnaky pocet dat v linedrnom
pripade.

Druhym problémom je skutocnost) ze ddta si vyprodukované a-priori nefyzikdalnou trans-
formédciou a konvergencia takychto ddt pri minimaliza¢nom algoritme je vo vSeobecnosti pod-
statne horsia ako u fyzikdlnych ddt. Naviac nie je zarucené, ze existuje len jedno mininum,
do ktorého funkcia moze skonvergovat. Napriek vSetkym tymto problémom som ale metédu
vcelku tdspesne testoval na jednoparametricej grupe operécii danej predpisom

p — eklo=oz (8.35)

s jednym volnym parametrom k (pozri obrazok . Za tymto relativne jednoduchym predpisom
sa skryva operdcia, ktora realizuje stavovo zavislé otocenie okolo osi z, pricom mieru tohoto
otocenia vyjadruje prave parameter k. Pre konkrétny pripad £ = 1 som vyprodukoval 1800
niéhodnych vstupnych stavov rovnomerne rozdelenych po Blochovej sfére. Na tieto stavy som
aplikoval operaciu (8.35) a vysledok (pozitivita operdcie zarucovala, ze vysledkom bol vzdy
fyzikdlny stav) som fiktivne premeral v ndhodne zvolenom smere. Ziskané ddta som pouzil na
ziskanie fyzikdlneho odhadu testovanej kvantovej operdcie. Vysledok

1 0 0 0
- ' B —0.114902 0.615367  —0.532612 0.0385014 (8.36)
non—tinear = _ (0882836  0.529802 0.655418  0.0890239 '

0.0461198 —0.00447398 0.0268776 0.936151

je mozné interpretovat’ ako (v rdmci presnosti metédy) istd kontrakciu, pricom jej sila je
vicsia v smeroch osi z a y ako v smere osi z. Je zjavné, ze tri z dvandstich parametrov
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Obrazok 8.13: Schématické zndzornenie akcie nelinedrnej operécie. Stavy sui pootocené okolo
osi z, pricom miera tohoto pootocenia je dand priemetom prislusného stavu na os z. Obrazok
je vytvoreny pre hodnotu k& = 1.

nadobiidaji ndsobne viicsie hodnoty ako ostatné. V dalsom postupe som preto pevne urcil
vsetky parametre okrem diagondlnych za nulové a zopakoval numerické prehl'addvanie s tym,
ze som musel skimat’ len trojparametricki oblast. Vysledok bol v rdmci presnosti vypoctu
rovnaky ako v pripade prehl'addvania cez vSetkych dvandst’ parametrov.

Zopakoval som preto cely postup s tym, ze som postupne menil parameter k£ od jedna po
desat. Hl'adal som vysledné operdcie ako v dvandstrozmernom priestore vSetkych operécii, tak
aj v trojrozmerom priestore zodpovedajiicom trom nezavislym kontrakciam v smeroch danych
siradnou sustavou. Priklad vysledku pre k = 6 je na obrazku (8.14). Z vysledkov pre vsetky
sledované hodnoty parametra k som vybral dve zaujimavé hodnoty - mieru zmrstenia v smere
osi z (ktord by mala byt’ podl'a o¢akdvania nulovd, nie je totiz dovod, aby v tomto smere k
nejakému zmrstovaniu dochadzalo) a priemernd mieru zmrstovania v ostatnych dvoch osiach.
Tu uz bolo mozné nejaky efekt ocakdvat®. Na grafe (8.15) st zndzornené dve kivky, pricom
zelend zodpovedd zmr§tovaniu v smere osi z a ¢ervend v ostatnych dvoch osiach. Fluktudcie
na trovni cca 0.1 polomeru si spésobené obmedzenym poctom stavov pouzitym na odhad
zobrazenia, napriek nim je vsak zrejmy rozdiel pre zndzornené krivky. Mozeme teda sudit), ze
najlepsim odhadom prezentovanej nefyzikdlnej operédcie bude operécia, ktord nemeni priemet
spinu na os z, ale (v zévislosti od miery natocenia) zmrstuje stavy v smere ostatnych dvoch
osi.

3Samotnii operdciu si totiz vel'mi laicky mozeme predstavit’ ako zmykanie pradla, vrch sa otdca v protismere
ako spodok a stred priblizne stoji. A vieme, Ze pri takomto Zzmykani dochddza k zmrstovaniu pradla, ¢oho
doésledkom je prave vytlacanie prebytoénej vody.
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Obrézok 8.14: Obor hodnét najlepsej aproximaécie k nelinedrnej operacii otacajicej stavy okolo
osi z v zévislosti od suradnice z. Koeficient urcujici mieru rotécie je v tomto priprade rovny

6.

Folomer

1

1 1 L . 1 . . L i L 1 1 1 L L L 1 Koeficient Otofenia

Z 3 & g 10

Obrézok 8.15: Zelend krivka na grafe zndzornuje zmrstenie v smere osi z, ktoré nie je zdvislé
od miery otdcania a jeho hodnota je dand len nepresnostou simulédcie. Naproti tomu cervend
krivka zjavne so zvicsujicim sa k klesa.
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Kapitola 9

Zaver

V prvej casti svojej prace som sa pokusil zhrnit’ zndme poznatky o klasickych korelécidch v
klasickej fyzike (o je preskimand a dobre rozvinutd téma) a tiez o previazani v kvantovej fyzike
(téma, ktora bola v poslednych rokoch objektom zna¢ného zaujmu). V kapitole o klasickych
korelécidch v kvantovej fyzike sa kombinuji publikované fakty s tvahami a zavermi, ktoré
pokladdm za samozrejmé a jasné a napriek tomu sa v beznej literatire casto nevyskytuju.
Snazil som sa predlozit’ uceleny prehlad problematiky z jedného pohl'adu, ktory pokladdm za
spravny, nie v8ak za jediny mozny. Interpretécia klasickych korelédcii ako pozostatku viac-
¢asticového previazania je sice velmi ldkava, nikdy v8ak nebude mozné ju dokdzat. Snazim
sa preto drzat’ zndmej poucky, ze zo vsetkych moznych spravnych vysvetleni daného javu je
najlepsie to najjednoduchsie.

V kapitolach o previazanych a korelovanych grafoch som sa venoval §pecifickému problému
zdiel'ania dvojcasticovych koreldcii na velkych systémoch. Pre nevdhované grafy som dokdzal,
Ze vo vicsine pripadov mozu tieto koreldcie na jednotlivych paroch existovat nezavisle, napriek
tomu vsak existuji vynimky, ked’ pre isté skupiny grafov nie je mozné zostrojit’ Cisty stav.
Zostéava znova vecou ndazoru, nakolko je poziadavka na c¢istotu stavu podstatnd. Ja sam sa
domnievam, ze vel'mi, nakol’ko zmesi pokladdm len za podsystémy vicsich cistych systémov,
na ktorych sa tieto analyzy mozu opakovat. Najdolezitejsim vysledkom tejto casti je vsak
sekcia o vdhovanych previazanych grafoch. Tu som dokdzal, Ze pri dodrzani daného horného
limitu na previazanie jednotlivych dvojic je mozné ku kazdému grafu zostrojit’ ¢isty fyzikdlny
stav. Tento fakt je zaujimavy, nakol'’ko dosial’, okrem $pecidlnych pripadov, podobné vysledky
publikované neboli.

Dalsia ¢ast mojej préce spoéivala v skimani moznosti odhadu jednoqubitovych kvantovych
kandlov za predpokladu, Ze neméme o kansle (kvantovej operacii) dostatok experimentdlnych
dat. Po prehl'ade znamych faktov a postupov aplikovanych hlavne na rekonstrukciu stavov
som sformuloval konkrétny postup, ktory je vhodné dodrzat’ pri nedostatku vstupnych stavov.
Tento postup je zalozeny na analdgii s rekonstrukciou stavov a zarucuje maximdalnu mozni
konzervativitu vysledku. Porovnal som ho aj so situdciou, ked’ na zndme experimentélne dédta
bola pouzitd metéda Maximum Likelyhood, ktord vo svojej podstate ddva najlepsie mozné
vysledky, avsak za cenu vysokej vypoctovej ndrocnosti.

Obe tieto metddy som s tispechom pouzil aj na ziskanie fyzikdlnych odhadov nefyzikalnych
operdcii. Prva je obmedzend na istu triedu tychto kandlov (minimélne linearita a pozitivita
je nutnou podmienkou, efektivne sa s jej pomocou teda daji odhadovat’ len také operacie,
ktorych jediny nedostatok je nesplnenie poziadavky tplnej pozitivity). Druhd vie pracovat
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prakticky s T'ubovolnymi ddtami, d4 sa preto pouzit’ (asponn na prvé priblizenie, z dévodu
ohranicenej presnosti prace a nutnosti plne numerického postupu) na odhad l'ubovolnej jed-
noznacnej operacie.

Mnoho otézok zostdva stdle otvorenych. Zaujimavou vyzvou je miera klasickych korela-
cii, ktord by bola kompatibilng s konkurenciou alebo previazanim formovania. Pokial’ by sa
podarilo podobnii mieru ndjst’ (najsl'ubnejsie sa zatial’ ukazuje skisat’ iné entropie s pouzitim
definicie indexu koreldcie ¢i vzdjomnej informécie), bolo by mozné pracovat’ na véhovanych
korelovanych grafoch. Verim, ze prave tu by sa mohli ukdzat’ zaujimavé vysledky, pretoze aj
pri I'ubovolne slabych koreldcidch sa na cistych stavoch ukazovali isté obmedzenia. Naviac, vo
vel'mi vzdialenom horizonte by miera klasickej koreldcie mohla viest’ k pochopeniu a négjdeniu
miery viacCasticového previazania.

Dalsou témou st logické siete na pripravu stavov. Je zndmy fakt, Ze kazdy stav sa da
pripravit, vo vSeobecnosti je v8ak na to potrebné pouzit’ exponencidlne mnozstvo hradiel. Z
experimentdlneho hl'adiska, vzhl'adom na chybovost’ si¢asnych i budiicich zariadeni, je tento
postup neakceptovatelny a je nutné hladat’ postupy (8pecifické pre dané triedy stavov), ktoré
umoznia jednoduchsiu pripravu. Toto je zaujimavé hlavne v stvislosti so stavmi navrhovanymi
pre korelované a previazané grafy. Pre vdhované grafy sa podarilo néjst’ siet), ktord pouziva
pocet hradiel imerny poctu previazanych parov, teda maximdlne kvadraticky zdvisly od poc-
tu qubitov. V tejto oblasti spolupracujem so svojim diplomantom na vSeobecnom riesenf
problému za pomoci pocitacového programu.

Ak v suvislosti so systémami mnohych castic hovorim o grafoch, bolo by zaujimavé aj
vyuzivat’ niektoré zndme vety z tedrie grafov, ktoré by pripadne mohli vniest’ viac svetla do
problému zdiel'ania previazania. Pokrac¢uju prace na moznom ”séitavani grafov”, teda analyze
toho, ako sa meni previazanie jednotlivych dvojic qubitov v pripade, Zze robime konvexni
kombindciu dvoch stavov reprezentovanych réznymi vdhovanymi grafmi. Ukazuje sa, ze pri
danom pomere stavov nie je mozné len z grafov urcit, aké budi vysledné previazania. Snazime
sa zistit, aké d’alsie iidaje by bolo potrebné uvddzat’ v grafe (napriklad rozsirit’ vdhu z redlneho
kladného ¢isla na komplexné), aby bolo mozné uréit’ graf vyslednej kombindcie stavov len na
zéklade znalosti grafov stavov, z ktorych kombindcia vznika a, pochopitel'ne, jej pomeru.

V stvislosti s odhadmi operécii bude zaujimavé skiimat’ konkrétne experimentalne déta a
porovnavat’ nase vysledky s povodnymi, hlavne v pripadoch, kde sa v experimente pracovalo
s nedostatkom d&t alebo systematickymi chybami. Konkrétna spoluprdca v tejto oblasti pre-
bieha so skupinou Prof. Christofa Wunderlicha z National university of Ireland, Maynooth.
Dalsou otédzkou je pouzitie spominanych metéd rekonstrukcie na rézne nelinedrne pozitivne
operdcie a hl'adanie ich fyzikdlnych linedrnych priblizeni.

Nazddvam sa, ze problematika kvantového spracovania informédcie, niektorym aspoektom
ktorej je venovand tato praca, je vel'mi zaujimava a pozornost’, ktord sa jej v sicasnosti na
celom svete venuje povedie k prevratnym vysledkom. Hoci je pravdou, Ze tedria predbieha o
mnoho dizok experimentédlne vysledky, je dobré byt pripraveny na cas, ked’ sa aj v tomto smere
pohni veci vyrazne dopredu. Nédeje, ktoré sa vkladaji do kvantovych pocitacov ¢i kvantovej
komunikécie si aj medzi laickou verejnostou velké a bolo by ich dobré, asponi z dlhodobého
hl'adiska, nesklamat.
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Dodatok A

Vahované grafty

A.1 Vypocet konkurencie

V tomto dodatku prevediem vypocet konkurencie stavu vo forme (6.32), teda

W) = a(]00...00) + [11...11)) + > 55 (|11)5;(00...00)57 + [00);5]11...11)5) , (A.1)
{i.g}
kde redlne kladné parametre o a ;5 spiﬂajfl normalizacni podmienku
20°+2) 45 =1 (A.2)
{ig}

Sumy v rovniciach (A.1) a (A.2) prebichaju pre véetky i # j, i,j € N tak, ze {i,j} = {j,i}
a teda v;; = 0 pre i < j. Specifickd forma stavu (A.1) m4 za nésledok relativne jednoduchi
vysledni dvojqubitovii maticu hustoty:

A0 0 F
w0 5 po | (A3)
F 0 0 A
kde sme pouzili oznacenie
A = 5+’ +) (A4)
{k.1}

B = Z(%fﬂr%i-);

k
E = 2% v
k
F = 20[’}/Z‘j .
Vsetky sumy v (A.4) bezia cez volné parametre k (a 1), kdezto i a j $pecificky, fixovany par

v grafe. naviac pozadujeme splnenie podmienky @ # k # [ # j.

94



Vhodn4 forma matice (A.3) ndm umozni vypocitat’ odmocniny vlastnych hodnot matice
R (3.42)pouzitej pri vypocte konkurencie:

Moo= A4 FG (A.5)
A = A—F,
A3 = B+ E;
M = B-FE.

Kedze koeficienty A, B, E, F' su kladné, jedini kandidéti pre maximélnu vlastny hodnotu si
A1 a A3. Definujme d’alej
S vyuzitim podmienky

o 2 2fymax N - 2 (A?)

vidime, ze A; > A3 a vSeobecné vyjadrenie konkurencie stavu podla (A.1) je

C;; = max 2| 2ay;; — Z Va — Z Ye; |50 (A.8)
{1} {k.g}

A.2 Dokaz konvergencie iteracnej metédy

Oznacme konkurencie, ktoré si dané pozadovanou konfigurdciou grafu, ako C;;. V d’alsom
budem pouzivat’ hrubé C na oznacenie pozadovanych konkurencii, aby som ich odlisil od
akychkol'vek priebeznych vysledkov ziskanych v priebehu itera¢nej metody.

Ako bolo spomenuté v hlavnom texte, iterdcia zac¢ina zo $pecifického stavu (6.32), pricom
vsetky gamy st rovnaké a urcéené rovnicou

A
0 _ | A9
YT BT NN ) (4.9)

Parameter \ je definovany ako

VAN —2)2+2N(N —1) — 2(N —2))

A= . A.10
N(N -1) ( )
Zodpovedajice dvojcasticové konkurencie sa teraz daji jednoducho spocitat’:
) _ _ 0) -, (0) (0)y2
Cij _Cmax =2 (Oé( )f}/z] - 2(N - 2) (’Yz] ) )
6N2 — 18N + 16 — 2N + 4
_V i 2 (A.11)

N(N —-1)
Pripomeniem este fakt, ze parametre a® a %(jo ) 4 previazané normalizacnou podmienkou
(6.33), takze « je priamo urceny pomocou ;; a nie je pouzitelny pre iterovanie. Samozrejme,
rovnako musi byt za kazdych okolnosti splnend aj podmienka (6.35), ktora zarucuje platnost
vysledku pre konkurencie.
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Zavediem teraz potrebné oznacenie. Definujem usporiadani mnozinu vsetkych dvojic
qubitov na grafe, pricom kazdd dvojica sa bude nachddzat v danej mnozine prave raz. V
kazdom iteracnom kroku sa zmeni préave jeden parameter 7y pre dany par qubitov {k,l},
pricom vsetky ostatné parametre - ostani nedotknuté (je dolezité pripomemit, ze so zme-
nou l'ubovol'ného v sa meni aj parameter ). Predpokladajme teraz, ze po n-tom itera¢nom
kroku st splnené podmienky (6.36) a (6.35) a o™, Z(Jn ) sti stale kladné (v prvom kroku je této
podmienka trividlne splnend). Potom

a™ > 2V/N =270 ; (A.13)
0<a™<1 0<y™ <1, (A.14)

plati pre vsetky 7,j. Parameter %(;2)( je definovany rovnako ako v rovnici (A.6), teda

Y = max(17”). (A.15)
V tomto iteracnom kroku zoberiem par qubitov, ktory v usporiadanej mnozine nasleduje
za parom, ktory sme spracovali v kroku n. Ozna¢me tento pér {7, j}. V nasledujicom kroku

prebehni tieto zmeny:
(n-+1) Um _ 0

e - L=V, (A.16)
U 4y
(n+1) _ 2 V7 Al
a : : (A17)
kde
. 1 - 1/2

Ziaden z ostatnych parametrov sa pritom nezmenil. Rozoberiem teraz niekol'ko vlastnosti
iteracného kroku:

) e ,
(1) o™ a 4™ gi riegenfm rovnice

n n) . \n 1 n

ij
a teda podla rovnice (6.34) mame
C5™) = max 2 20000 ST - S ) o

{ki} {k.5}
= maX{Cij,O} = CU (A18)

(2) a™th) g %@H) spliiaji normalizaénd podmienku (6.33).
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(3) %(]n ™ and o™ st kladné a splitajd podmienku

0 < A< (A.19)

o™ < omth <1, (A.20)

(4) Z rovnic (A.19) a (A.20) dostdvame
o™ > oM > 2 /N — 27 > 9/ N —24n+D), (A.21)
Z toho je zrejmé, ze podmienka (A.13) plati aj pre krok (n + 1).

(5) Konkurencie pre k,l # i, j sa menia nasledovne

n+1 n n+1 n 2 n 2
CEt = 2 [ 2a ) 3 (v,im“)) -y (%(m“’) (A.22)
{k,m} {l,m}
— 2| 200 — 37 (vkm) > (’V(”))
{k,m} {t;m}
2
> 220050 = 3 () - X (’n(m))
{k,m} {l,m}
- ofp
apre k=1
2 2
it = 2 200 = 7 (4E) T = S (i) (A.23)
{i,m} {l,;m}
2
= 2| = 3 () - X ()
{i,m} {l,;m}
2 2
> 2 Qa(n)%gzz) - Z (%'(m)> - Z <Vl(m))
{i,m} {l,;m}

_ (n)
= Gy
Rovnaky vysledok dostaneme z dévodu symetrie aj pre k = j.

Tymto som ukézal, Ze po danom iteraénom kroku bude pre fixné i, j (teda pre isti dvojicu

qubitov) ot = C;; a vSetky ostatné konkurencie sa zvécsia. Podmienka pre vsetky ¢, j

ij
C’Z(J" > C,; zostane zachovand a stav definovany v (6.32) s parametrami y(nﬂ)

: moze byt
ij
pouzity pre d’alsf iteracny krok.
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Celd iteracnd procedira teda bude definovand postupnostami parametrov {a(”) }ZOZO a
{%(Jn ) } pre kazdy par i,j (teda pre kazdu dvojicu qubitov, kazdi hranu vdhovaného previa-
=0

zaného g_;rafu). Vsetky postupnosti si monoténne a ohrani¢ené, majui teda limitu. Oznacme
tieto limity « a v;;

a = lim o™ = ac(0,1); (A.24)
v o= limaf =y e(00). (A.25)

Vyberieme a zafixujeme dvojicu parametrov i a j a ukdzeme, ze

Najskor definujme postupnost’ {k(n)} -, nasledovne: k(1) = p, kde p je poradie {i,j} vo

vyssie definovanej postupnosti parov qubitov, a k(n) = p + w Potom

c) — ¢, (A.27)

ij
Rovnica (A.26) je rovnocennd definicii

(Ve € R,e > 0) (3ng € N) (Vn € N,n > ng) (\c§;> —Cyl < s) . (A.28)

Vyberme fixny parameter e. Teraz musime n&jst’ také ng, aby splitalo definiciu (A.28). Kedze

o0 n o0 . . ., . 2 N
postupnosti {a(”)} o @ {’y,gl)} limitu maju, si to Cauchyovské postupnosti, a preto
n= n=0

(Vr e R,7>0)(Img € N)(VYn,m € N,n,m > mq) (V{k,1}) ( a™ |<7') |
h/kl _’Ykl |<7'
kde _
TTINN - (A29)

Pre dané 7 existuje také myg, ze vlastnost’ (A.29) je splnend a modzeme zadefinovat’ ny ako

no = k(mg) > my. (A.30)

(n+1)

Teraz spocitame hodnoty |Cj; (ﬂ)\ pren+1>nyan+1¢ {k(n)} -, Posledna

podmienka vyjadruje fakt, ze (n + 1) itera¢ny krok nemeni 7( ") Z rovuic (A.22) a (A.23)
dostaneme dve moznosti vysledku, bud’

‘ Cotl _ o] = 4]amtD) — o] 4@ < 47 < 87, (A.31)
alebo
o — o) = )4(04("“’ —a™M)y =203V + 204 )?
< 4]l — a3 2 |y — A g

< 8r,
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kde ’yi(ln) je parameter, ktory bol meneny v (n + 1) itera¢nom kroku.

Nakoniec mozeme pre n > ng konstatovat, ze ak n € {k(n)}, -, potom |C’ Ci;| = 0.
A opacne, vzdy existuje také u € Ny, ze
n € (k(mo +u), k(mo +u+ 1)). (A.32)

Dostdvame teda

(n) _ (n) (n—=1) (n—1) (n—=2) (k(mo+u))
=0
8N(N —1)T
< 5 =€

Potom ale musi platit, ze

C;; = lim C(n) = lim 2 204(”)%(;1) Z(%SZ)) Z(%S;))

n—oo n—~o0

{k.i} {k.j}
= 2| 2av; — Z%?z - Z 713;‘
{k.i} {k.j}

Vsetky ostatné podmienky zostdvaji v platnosti aj v limitnej forme. Ked’ze cely postup sa
dd zopakovat’ pre I'ubovolné fixované ¢ a j, dostdvame tak potrebné parametre «;; definujice
stav (6.32), ktory zodpovedd zelanej konfiguracii.
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Dodatok B

Publikacie a prispevky na
konferenciach

Clanky v ¢asopisoch:

M. Plesch, Stabilization via convariant symmetrization, Acta Physica Slovaca 52 (2002)
409

M. Plesch and V. Buzek, Entangled graphs: Bipartite correlations in pure multipartite
states, Physical Review A 67, 12322 (2003)

M. Plesch and V. Buzek, Entangled graphs, Quantum Information and Computation 2,
530-539 (2002)

M. Plesch and V. Buzek, Entangled graphs II: Classical correlations in multi-qubit en-
tangled systems, Physical Review A 68, 12313 (2003)

M. Plesch, J. Novotny, Z. Dzurdakova a V. Buzek, Controlling bipartite entanglement in
multipartite states, Journal of Physics A 37, issue 5, 1843 - 1859 (2004)

M. Ziman, M. Plesch a V. Buzek, Reconstruction of superoperators from incomplete
measurements, quant-ph 0406088 (2004 ), prijaté na publikdciu vo Foundations of Physics
(2004)

M. Ziman, M. Plesch a V. Buzek, Process reconstruction: from unphysical to physical,
zaslané do Physical Review Letters

Prispevky na konferencidch:

IV Adriatico Research Conference on Quantum Interferometry, Trieste, 11. az 15.3.2002,
poster Entangled Graphs

Young European Physicists meeting 2002, Obergurgl, 20. az 25.4.2002, prednaska Fn-
tangled Graphs: Bipartite correlations in multipartite states,
www.quniverse.sk /plesch/graphs Obergurgel.ppt
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ERATO workshop on Qunatum Information Science, Tokio, 5. az 8.9.2002, predndska
Entangled Graphs: Bipartite correlations in multipartite states,
www.quniverse.sk/plesch/graphs EQIS.ppt

Tamagawa university, Tokio, 12.9.2002, predndaska Bipartite correlation and entangle-
ment in multipartite states, www.quniverse.sk/plesch/pub/graphs Tokyo.ppt

EURESCO conference on Quantum Optics, San Feliu, 20. az 26.9.2002, poster Bipartite
correlation in multipartite states, www.quniverse.sk /plesch/pub/graphs poster.ppt

Tyzden absolventov Matfyzu, FMFI UK Bratislava, 19.12.2002, prednéska Kvantové
koreldacie v mnohocasticovyjch systémoch, www.quniverse.sk/plesch/pub/TAM1.ppt
Workshop QIPC 2003, Oxford, 25.7.2003, prednaska Entangled graphs,
www.quniverse.sk/plesch/pub/graphs _oxford.ppt

Stretnutie IQING, Garching, 2.-5.12.2003, predndasky FEntangled graphs, Operation to-
mography,

www.quniverse.sk/plesch/pub/graphs _garching.ppt

Pracovna cesta Peking, Hefei, 5.-26.5.2004, styri prednasky na univerzitach v Hefei a
Pekingu,

www.quniverse.sk/plesch/pub/Cina.zip

Workshop QIPC 2004, Rim, Taliansko, 20.-22.9.2004, prednéska Reconstrucions of quan-
tum channels from incomplete data,

www.quniverse.sk /plesch /pub/tomography.ppt
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